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希 尔 伯 特 在 著名 的 《数论 报告 》(1897 年 ) 前 言 的 开头 便 指 出 : 
“数论 是 最 古老 的 数学 分 支 之 一 . 人 类 的 心灵 很 早 就 注意 到 自然 数 
某 些 相当 深刻 的 性 质 . 但 是 数论 作为 一 门 独立 和 系统 的 科学 则 完 
全 是 现代 的 成 就 .” 

人 类 在 有 文字 之 前 便 在 生产 和 生活 实践 中 建立 了 某 些 整数 的 
概念 . 三 千 多 年 前 ,东方 文明 古国 ( 埃 有 及、 巴比伦、 印度 .中 国 ) 开 始 
研究 整数 各 种 性 质 和 方程 (组 ) 的 整数 解 ( 和 有 理 数 解 ), 由 此 产生 
了 数论 .古代 中 国 对 数论 有 许多 杰出 贡献 ( 义 股 定理 和 勾 股 数 、 中 
国 剩 余 定理 等 ). 上 古代 东方 的 数论 具有 鲜明 的 实践 、 直 觉 和 算法 特 
点 ， 而 古 希 腊 的 数论 (公元 前 6 世纪 到 公元 3 世纪 ) 则 具有 理性 和 
思 闪 的 特征 (“万 物 深 数 ”、 惟 一 因子 分 解 、 素 数 的 无 限 性 、 方 程 x’ 
十 y 二 z? 的 全 部 整数 解 …… ). 数论 的 近代 发 展 是 从 17 世纪 开始 
的 ,数论 中 心 在 法 国 ( 除 了 欧 拉 之 外 ,17 和 18 世纪 主要 数论 学 家 
费 马 、 勒 让 德 . 拉 格 朗 日 、 拉 普 拉 斯 等 均 为 法 国人 ). 希 尔 伯 特 所 说 
的 “现代 ” 便 是 从 这 时 开始 的 . 19 世纪 数论 取得 了 重大 进步 ,集中 
体现 为 研究 方法 的 创新 、 深 刻 的 代数 工具 和 解析 工具 引入 到 数论 
问题 的 研究 中 ,产生 了 两 个 重要 的 数论 分 支 一 一 代数 数论 和 解析 
数论 . 如 果 把 高 斯 在 (数论 探究 》(1801) 一 书 中 对 二 元 二 次 型 和 二 
次 域 的 研究 作为 代数 数论 的 开端 ,那么 代数 数论 至 今 恰 好 有 二 百 
年 的 历史 . 

从 高 斯 的 《数论 探究 》 到 希 尔 伯 特 的 《数论 报告 》, 整 个 19 世纪 
是 经 典 代 数 数 论 产 生 、 建 立 发展 和 定型 的 时 期 .19 世纪 初期 高 斯 
通过 二 元 二 次 型 的 分 类 和 和 表示 整数 问题 对 二 次 域 做 了 深入 研究 . 
19 世纪 中 期 库 默 尔 在 研究 费 马 猜想 的 过 程 中 ,对 分 图 域 做 了 系统 
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的 理论 工作 ,在 这 个 基础 上 , 狄 德 金 把 他 们 的 思想 加 以 确切 化 和 代 
数 化 ,建立 了 一 般 代 数 数 域 上 的 基本 概念 和 结果 .到 了 19 世纪末 ， 
由 希 尔 伯 特 作 了 更 全 面 和 系统 的 总 结 . 经 典 代数 数论 是 研究 代数 
数 域 和 它 的 代数 整数 环 的 代数 和 算术 性 质 的 一 个 数论 分 支 . 代数 
数 域 即 是 有 理 数 域 的 任意 有 限 次 扩 域 ,经 典 代数 数论 的 主要 课题 
是 研究 整 基 、 素 数 在 代数 数 域 中 的 素 理想 分 解 、 理 想 类 和 群 和 类 数 以 
及 代数 整数 环 的 单位 群 结构 (基本 单位 系 ). 

代数 数论 在 20 世纪 得 到 全 面 的 发 展 .1900 年 希 尔 伯 特 在 第 
二 届 世 界 数 学 家 大 会 (巴黎 ) 上 提出 了 23 个 数学 问题 .对 于 其 中 4 
个 代数 数论 问题 的 研究 在 很 大 程度 上 促进 了 20 世纪 代数 数论 的 
进步 .这 个 时 期 代数 数论 研究 中 出 现 了 许多 新 思想 和 方法 (赋值 和 
局 部 域 理论 ,局 部 一 整体 原则 、p-adic 分 析 、 几何 和 解析 方法 的 引 
HS) 与 代数 几何 、 复 分 析 、 近 世代 数 等 结合 在 一 起 ,产生 了 一 系 
列 重要 的 研究 领域 [类 域 论 、 模 形式 理论 ,代数 曲线 (特别 是 椭 图 曲 
线 ) 的 算术 理论 .分 圆 域 近代 理论 等 .20 世纪 (特别 是 后 30 年 ) 也 
是 代数 数论 大 丰收 的 时 代 , 它 集中 表现 为 三 个 费 尔 兹 奖 获得 者 和 
”两 个 沃 尔 夫 奖 获得 者 的 工作 . 1973 年 德 林 (P. Deligne) 证 明了 高 
维 韦 依 猜想 和 1983 年 法 廷 斯 (Faltings) 证 明了 黄 代 和 尔 猜 想 ,推动 
算术 几何 的 发 展 ,这 两 项 工作 分 别 获得 1978 年 和 1986 年 的 费 尔 
兹 奖 . 而 1990 FARE RK RH BK FH R (Drinfeld) ik BT % 
数 域 上 2 维 局 部 朗 兰 效 猜 想 , 是 宏大 的 调 兰 兹 纲领 的 最 重要 突破 ， 
BH = & (Langlands) Æ 1996 年 沃 尔 夫 奖 得 主 , 他 于 20 世纪 后 期 提 
出 的 一 系列 猜想 是 用 群 的 无 限 维 表示 理论 研究 数论 ,把 代数 数论 
和 和 群 上 调和 分 析 , 微 分 几何 和 微分 方程 , 李 群 和 李 代 数 等 诸多 数学 
分 支 交 织 在 一 起 ,被 人 们 与 克 莱 因 (Klein 的 爱 尔 朗 根 纲领 (用 群 
论 研究 几何 ) 相 提 并 论 .与 朗 兰 兹 同时 获得 沃 尔 夫 奖 的 怀 尔 斯 (A. 
Wiles) F 1994 年 证 明了 具有 350 多 年 历史 的 费 蕊 猜想 , 则 藉 助 于 
现代 代数 数论 诸多 方面 的 最 新 成 就 .代数 数论 在 20 世纪 后 期 不 仅 
取得 丰富 的 理论 成 果 , 而 且 在 计算 机 科学 和 信息 工程 领域 得 到 重 
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要 应 用 , 它 正在 同时 扮演 着 皇后 和 仆人 的 角色 . 

这 本 书 的 目的 是 试图 简要 地 介绍 代数 数论 二 百年 的 发 展 途 
径 . 这 不 是 处 处 引经据典 的 考古 性 历史 著作 ,也 不 是 力求 全 面 的 百 
科 全 书 , 它 只 是 沿 着 历史 的 线索 讲述 代数 数论 的 主要 思想 、 方 法 、 
成 就 和 一 些 重大 的 事件 . 书 中 的 取材 和 观点 不 可 避免 地 伴 有 作者 
的 偏好 和 片面 性 ,作者 希望 能 厚 今 薄 古 , 但 是 近代 和 现代 的 代数 数 
论 内 容 如 此 丰富 ,所 涉及 的 相关 数学 领域 如 此 之 广 , 研 究 成 果 如 此 
博大 精深 ,使 作者 深 感 心 有 余 而 力 不 足 . 对 于 想 学 习 代 数 数论 和 有 
志 于 从 事 代 数 数论 研究 的 读者 (特别 是 年 轻 人 ), 以 及 打算 以 代数 
数论 为 工具 的 技术 领域 的 专家 们 ,希望 本 书 对 他 们 有 所 帮助 ,对 代 
数 效 论 有 一 个 整体 性 的 宏观 了 解 . 

本 书 共 分 五 章 . 第 一 章 讲述 代数 数论 的 前 身 , 试 图 阐明 十 代数 
论 特 别 是 17 和 18 世纪 的 数论 发 展 如 何 导致 代数 数论 的 诞生 .第 
二 章 讲 述 代 数 数论 的 前 一 百年 (从 高 斯 到 希 尔 伯 特 ), 即 19 世纪 经 
典 代数 数论 的 产生 .建立 ,发展 和 定型 .第 三 章 讲述 20 世纪 前 70 
年 近代 代数 数论 丰富 的 内 容 , 第 四 章 讲 述 20 世代 后 30 年 现代 代 
数 数论 的 重大 理论 成 就 . 第 五 章 讲述 代数 数论 于 20 世纪 后 半期 在 
信息 科学 领域 的 某 些 重要 应 用 . 

由 于 学 识 和 资料 所 限 , 书 中 内 容 和 观点 会 有 不 有 要 之 处 ,欢迎 批 
评 指 正 . 作者 感谢 国家 自然 科学 基金 委员 会 和 湖南 教育 出 版 社 对 
出 版 此 书 给 予 的 支持 .本 书 的 大 部 分 是 在 1999 年 夏天 访问 意大利 
底 里 亚 斯 特 国际 理论 物理 中 心 (ICTP,Trieste) 期 间 写 成 的 ,作者 
感谢 ICTP 所 提供 的 图 书 资料 和 舒适 安静 的 环境 . 
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第 一 章 “” 代 数 数论 的 前 身 


$1.1 古代 数论 


人 类 在 有 文字 历史 之 前 就 有 了 一 些 自然 数 的 概念 . 在 生产 和 
社会 生活 实践 中 ,从 两 只 手 、 两 头羊 之 中 抽象 出 数 “2” 的 概念 ,是 人 
类 理性 的 巨大 飞 姥 . 在 文字 发 明之 后 ,不同 地 区 的 人 们 相继 出 现 了 
各 种 不 同形 式 的 数字 (表达 数 的 文字 ). 随 着 社会 生产 的 发 展 ,发 明 
了 表达 大 整数 的 计数 方法 (各 种 进位 制 和 位 值 制 ) 以 及 数 的 运算 ， 
探讨 整数 的 各 种 性 质 和 方程 (组 ) 的 整数 解 ( 和 有 理 数 解 ) ,这 就 产 
生 了 数论 . 数论 是 最 古老 的 数学 学 科 之 一 , 它 至 少 有 三 千年 的 历 
史 、 

数论 产生 于 东方 文明 古国 (埃及 .巴比伦 .印度 .中 国 ). 古 代数 
论 研 究 最 初 是 与 几何 学 交织 在 一 起 的 . 中 国 最 早 的 数学 著作 《 周 佣 
算 经 兴 约 公元 2 世纪 ) 中 记载 ,西周 人 商 高 知道 直角 三 角形 三 边 长 
满足 方程 ?十 y==z?, 并 且 给 出 此 方程 一 组 正 整 数 解 (x,y,z) = 
(3.4.5) (BN 2) = Ae Dk A). 印度 人 在 公元 前 也 知道 此 方程 的 特殊 
解 . 据 有 人 考证 ,巴比伦 人 在 公元 前 18 世纪 就 知道 此 方程 的 15 个 
正 整 数 解 , 很 可 能 他 们 已 经 知道 一 般 解 (x,y,z) 二 (2uv ,wi 一 vi ou? 
十 刀 ) ,例如 他 们 知道 解 (13500,12709,18541)( 即 取 u=125,v = 
54). 西方 数学 把 2? + y= 2" 的 正 整 数 解 叫 作 毕 达 哥 拉 斯 数 ,事实 
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毕 达 哥 拉 斯 是 向 巴比伦 人 学 习 了 此 方程 的 求解 方法 .古代 人 类 
还 对 其 他 形式 的 代数 方程 寻求 整数 解 或 有 理 数 解 ( 详 见 Dickson ; 
«History of Number Theory》,1971 年 版 ). 其 中 包括 后 来 被 欧 拉 
称 为 Pell 方程 的 x? — dy =1. 印度 数学 家 Bhaskara(1114 一 1185) 
得 到 方程 x? —61ly?=1 的 最 小 正 整 数 解 (x,y) 一 (1766319049， 
226153980) ,他 用 的 方法 相当 于 现在 的 连 分 数 方法 .古代 中 国 对 整 
数 同 余 性 质 有 深刻 的 认识 . 在 《孙子 算 经 ) 中 载 有 “ 物 不 知 数 ”问题 ， 
给 出 一 次 同 余 方 程 组 的 解法 . 这 种 方法 在 近代 数学 中 已 被 推广 成 
非常 一 般 的 代数 形式 ,但 仍 被 世人 称 为 “中 国 剩余 定理 ” 

古代 东方 的 数论 具有 鲜明 的 实践 、 直 觉 和 算法 特点 . 而 古 希 腊 
的 数论 ( 约 公 元 前 6 世纪 至 公元 3 世纪 ) 则 具有 理性 和 思辩 的 特 
征 . 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras , 约 公元 前 570 年 一 公元 前 500 年 ) 学 
派 的 格言 是 万物 缘 数 ”, 把 数量 关系 看 作 是 人 认识 各 种 事物 的 最 
本 质 手 段 . 他 们 认为 事物 是 “可 公 度 ”的 , 即 可 通过 整数 或 整数 之 间 
比例 (有 理 数 ) 测 量 来 认识 事物 . 但 是 毕 达 哥 拉 斯 的 学 生 通过 理性 
思考 发 现 正 方形 一 边 和 对 角 线 不 是 可 公 度 的 ( 即 v 2 不 是 有 理 
数 ). 他 们 所 崇拜 的 正 五 边 形 的 边 和 对 角 线 也 不 可 公 度 ( 即 


六 5 一} 也 不 是 有 理 数 ). 他 们 对 整数 的 性 质 进行 着 迷 地 研究 . H 


如 发 现 了 前 几 个 偶 完全 6,28 和 496( 正 整数 OU ESE SR E 

fan 的 所 有 正 的 真 因子 之 和 等 于 nn). 欧 几 里 德 证 明了 :车 p= 

2”" 一 1 是 素数 , 则 n= 二 2”'(2”" 一 1) 必 为 完全 数 .一 直到 两 千年 之 后 

en 所 有 偶 完 全 数 都 具有 这 种 形式 . 而 奇 完全 数 是 否 存 
在 ,至 今 仍 是 个 谜 ， 

古 希 腊 数 论 成 就 集中 反映 在 欧 几 里 德 (Euclid ,公元 前 330 年 
一 前 275 年 ) 于 公元 前 3 扯 纪 所 写 的 《几何 原本 》(Elements ) 一 书 
中 .这 本 书 共 13 eS APRS 卷 讲 数论 . 从 以 下 主要 内 容 可 以 看 出 
古 希 脂 数 论 的 深刻 性 . 

(1) 欧 氏 除法 算式 ( 即 带 余 除 法 ): 设 a 和 2 为 正 整数 ,a>2. 
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则 存在 惟一 的 整数 g 和 > 使 得 
a=qb+r, 

其 中 q>1, m 0<r<b. 利用 这 个 结果 , 欧 几 里 德 还 给 出 了 求 最 大 
公 因 子 的 轧 转 相 除 算法 . 

(2) GRE p 除 尽 整 数 a 和 的 乘积 a5, 则 pp 除 尽 a 或 5. 利 
用 这 个 性 质 , 欧 几 里 德 证 明了 数论 的 最 基本 和 重要 的 性 质 : 

(3) (算术 基本 定理 ) 每 个 大 于 1 的 整数 不 计 因 子 次 序 都 可 
惟一 地 表示 成 有 限 个 素数 之 乘积 . 

事实 上 , 欧 几 里 德 对 于 惟一 性 只 陈述 和 证 明了 较 弱 结果 :如 果 
n 没有 平方 因子 ,把 的 素 因 子 从 小 到 大 排列 pi<p<--<p,, Ill 
分 解 式 ”一 轴 加 … 思 是 惟一 的 . 算术 基本 定理 的 完整 证 明 是 高 斯 
于 1801 年 给 出 的 .但 是 从 欧 几 里 德 时 代 开 始 , 人 们 无 疑 地 使 用 着 
算术 基本 定理 这 块 数论 的 基石 . 我 们 将 会 看 到 :整数 的 推广 并 考查 
在 扩大 的 整数 环 中 惟一 因子 分 解 性 质 是 否 成 立 , 是 产生 代数 数论 
的 一 个 重要 因素 . 

(4) 利用 算术 基本 定理 . 欧 几 里 德 事实 上 给 出 了 方程 ty’ 
=z" 的 全 部 正 整 数 解 : 

x=alm°— n’), y=2amn,z=alm?+n°). 

其 中 a,m,n BN IER RB C n>n). MERR Dickson 的 考证 ,完整 
的 证 明 是 1738 年 由 C. A. Koerbero 给 出 的 . 我 们 这 里 只 讲 证 明 中 
最 关键 的 步骤 . 

(A) 首先 可 设 z+,y,z 两 两 互 素 ,这 种 正 整数 解 叫 本 原 解 ， 而 
其 他 正 整数 解 都 可 由 某 个 本 原 解 乘 以 同一 一 个 正 整数 而 得 到 . 

B) 对 于 本 原 解 (zx,y,z), 易 知 z 为 奇数 ,而 x My» 一 奇 一 
偶 .不妨 设 y 奇 z 偶 . 于 是 方程 可 改写 为 

t =z — y = (z—y)lz+y). 
这 一 步 虽 然 简 单 ,但 是 很 关键 ,因为 它 把 多 项 式 z: =y 写成 乘积 
形式 (z 一 y)(z 十 y). 将 这 个 等 式 改 写 为 
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ale 
其 中 于 ,工艺 > 均 为 正 整数 


IAEE R. 由 算术 基本 定理 可 知 两 个 互 素 正 


整数 之 积 为 平方 数 , 则 每 个 正 整 数 都 是 平方 数 . FADS =m’, 


=> =n’ Mit z=m +n’, y=m’—n’, il c=2mn(HP m An Æ 
TERA mn). 这 本 质 上 给 出 方程 xz? 十 y =z" 的 所 有 正 整 数 解 . 

在 研究 其 他 不 定 方程 整数 解 时 ,上 述 证 明 采 用 的 方法 遇 到 了 
困难 . 对 于 步骤 (B), 有 些 方 程 往往 不 能 化 成 乘积 表达 形式 ,这 需 
要 扩大 整数 范围 . 对 于 步骤 (C) ,在 扩大 的 整数 环 中 不 再 有 惟一 因 
子 分 解 性 质 , 这 是 更 严重 的 困难 .对 这 一 困难 的 深入 思考 导致 代数 
数论 的 进步 . 

(5) 欧 几 里 德 证 明了 素数 有 无 限 多 个 . 

证 明 用 反 证 法 : 

如 果 素数 只 有 有 限 多 个 poporo p 根据 算术 基本 定理 ,n= 
Pirene- tl 为 有 限 个 素数 的 乘积 .但 是 素数 只 有 如，… 户 ,而 它 
WATE n 的 因子 ,这 就 导致 矛盾 . 

这 可 能 是 世界 上 第 一 个 采用 反 证 法 证 明 无 限 性 的 命题 . 

古 希 腊 男 一 本 重要 数论 著作 是 丢 番 都 (Diophantus , 约 公元 
250 年 ) 的 《算术 》(Arithmetica). 书 中 收集 300 多 个 数论 问题 ,给 
出 各 种 形式 的 二 元 和 三 元 代数 方程 (组 ) (次 数 三 3) 寻 求 整数 解 和 
有 理 数 解 的 方法 . 其 中 包括 方程 x 十 y: 一 z’,Pell 方程 2’?—dy’=1 
和 方程 zx? 十 k==y*( 对 某 些 特殊 值 d M k). 这 是 世界 上 第 一 本 离开 
几何 而 专门 讲述 数论 的 著作 . 我 们 即将 看 到 ,这 本 著作 对 于 代数 数 
论 的 发 展 具 有 特殊 的 意义 . 
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图 1 埃及 纪念 碑 上 人 们 用 手指 计算 的 图 画 ( 公 元 前 26 世纪 ) 


$1.2 17 和 18 世纪 的 数论 


世界 文明 中 心 逐渐 转移 到 欧洲 .在 经 过 中 世纪 黑暗 时 代 之 后 ， 
欧洲 于 15 和 16 世纪 为 文艺 复兴 时 代 . 基于 航海 .建筑 .绘画 和 有 雕 
塑 等 发 展 和 需要 ,于 法 几何 党 在 这 一 时 期 取得 很 大 进步 ,而 数论 没 
有 重要 的 成 就 . 17 世纪 为 欧洲 产业 革命 时 期 . 反映 连续 性 的 数学 
一 一 微 积分 和 将 几何 加 以 代数 化 的 解析 几何 产生 和 发 展 ,数学 分 
析 在 后 来 三 百年 内 占据 数学 的 主导 地 位 . 而 数论 在 17 世纪 出 现 了 
一 位 杰出 的 传奇 性 人 物 : 费 马 . 18 世纪 数论 取得 很 大 发 展 , 当 时 的 
世界 数论 中 心 在 法 国 .除了 费 马 之 外 ,法 国 数论 学 家 还 有 拉 格 朗 日 
(Lagrange ,1736—1813), Mik7$ (Legendre ,1752 一 1833) 等 ,这 个 
时 期 大 数论 学 家 中 只 有 网 拉 (Euler,1707 一 1783) 不 是 法 国人 . 

费 马 (Pierre de Fermat,1601 一 1665) 一 生 的 主要 职业 是 法 国 
南部 小 城 Toulouse 的 律师 和 公务 员 . 数学 是 他 的 业余 爱好 . 他 与 
Pascal 合作 研究 过 概率 论 , 并 且 是 解析 几何 的 创始 人 之 一 ( 男 一 个 
为 哲学 家 笛 卡 儿 Descartes). 但 是 他 对 数学 的 最 大 贡献 是 数论 . 他 
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一 生 从 未 写 过 一 本 著作 ,只 写 过 一 篇 关于 解析 几何 的 文章 , fh 
论 思 想 都 写 在 读书 评注 和 与 朋友 的 通信 中 ,这 些 工作 在 他 去 世 后 
ded 


ae ce UR ee a ATTA 
2 费 马 (Fermat ,1601 一 1665) 
1637 年 , 费 马 在 阅读 丢 番 都 《算术 》 一 书 的 拉丁 文 版 本 时 ,在 
论述 方程 x 十 y= 二 zx? 的 那 一 页 写 了 一 个 评注 : 
TE 


A 


“任何 立方 数 都 不 是 两 个 立方 数 之 和 . 任何 ( 整 ) 数 的 四 次 方 都 
不 是 两 个 四 次 方 数 之 和 . 一 般 地 ,任何 一 个 更 高 次 方 均 不 是 两 个 同 
KAS A. 我 有 一 个 确实 奇妙 的 证 明 ,但 是 地 方太 小 写 不 下 .” 
也 就 是 说 , 费 马 提出 如 下 的 猜想 :对 每 个 正 整数 * 之 3 ,方程 x" 
十 y =z" 没有 正 整 数 解 .这 也 相当 于 说 ,此 方程 没有 非 零 整数 解 
CE) rys 均 为 非 零 整数 ). 
事实 上 ,人 们 只 看 到 费 马 对 于 ”一 4 给 出 的 证 明 . 他 证 明了 更 
好 的 结果 :方程 x' 十 y= 二 zx’?, 没 有 正 整 数 解 . 他 的 证 明 用 反 证 法 . 
设 方程 ty =e 存在 正 整 数 解 , 则 存在 正 整数 解 (z,y，*z) 
使 得 z 最 小 . 这 时 ,x,y,z 必然 两 两 互 素 . 因为 若 x,y,z 当中 任何 
两 个 有 正 整 数 公 因子 a 二 1, 则 另 一 个 也 被 a RR. S z 一 az' ,y= 
ay MU oc! 和 y 为 正 整数 ,而 方程 变 为 at(z' + 4) = 2? ERA > 
可 被 a RR. G zma’ W Cy I= y Be’, ye’ RE 
方程 一 组 正 整 数 解 ,而 正 整 数 z =z/a: Fz, SRR z 最 小 巴 
盾 . 于 是 x,y,z 两 两 互 素 . 将 方程 写成 (z2)2 十 (yz)2: 一 z2 ,可 知 (z2， 
Yz) E X HY =Z 的 本 原 解 . 由 欧 几 里 德 结果 知 ( 不 妨 设 z 为 偶 
数 ) 
xv=2uv, y=u—v', z=uv+v’, 
其 中 u,v WERKERS U>). HDI =y to, M 
mu 为 奇数 而 wv 为 偶数 (否则 rz,y,z 均 为 偶数 与 假设 矛盾 ). 于 是 
又 有 
v=2st, y=s*—t’?, u=s’? +t, 
其 中 为 整数 . 这 时 2? =2uv—Ast(s? +27). 由 于 和 + 互 素 ,从 而 
BINS s +r 也 互 素 .上 式 表明 s,t 和 (sz 十 刀 ) 均 是 平方 数 , 即 
s=az?, t=y?, +=., 
于 是 rity =z L BE z 是 比 z 小 的 正 整数 . 这 就 与 x 的 最 小 性 予 
H. 
这 一 矛盾 表明 rty =r 不 存在 正 整数 解 ( 从 而 rtty = 2! 
也 是 如 此 ). 
。7 。 


费 马 对 他 的 证 明 鼎 为 得 意 , 起 了 名 字 叫 "无穷 下 降 "法 . 即 奉 
(zyy,z) 是 某 方程 的 一 组 正 整数 解 ,如 果 由 此 可 推出 该 方程 另 一 
组 正 整数 解 (z' ,yy oe!) WE e 二 z. 继续 下 去 便 推 出 矛盾 ,因为 正 
整数 = 不 能 无 限 地 递 降 . 这 就 表明 该 方程 没有 正 整数 解 . 或 许 费 马 
认为 用 这 种 方法 可 以 证 明 任 意 ne 的 情形 ,但 事实 远 不 是 那样 简 
单 . 过 了 一 百 多 年 , 欧 拉 对 费 马 这 个 猜想 才 ( 基 本 上 )? 证 明了 2 一 3 
的 情形 .但 我 们 今后 将 会 看 到 ,无 穷 下 降 法 是 数论 研究 的 有 力 工 
R. 
数论 不 是 17 世纪 的 热门 数学 , 费 马 研究 数论 没有 竞争 对 手 ， 
这 也 许 是 他 没有 发 表 工 作 的 原因 之 一 . 他 提出 许多 数论 猜想 ,这 些 
猜想 是 根据 一 些 计 算 实 例 和 他 对 数论 的 直觉 , 均 没 有 给 出 证 明 . 下 
面 是 他 的 一 部 分 猜想 . 

(1) 1640 年 , 费 马 在 给 Frenicle 的 信 中 说 ;车 整数 a 不 被 素 
数 户 除 尽 , 则 < 被 请 除 余 1. 用 高 斯 发 明 的 同 余 式 语 言 , 费 马 的 
论断 可 写成 a ' 圭 1(mod p). 这 个 论断 是 在 18 Hho HBB 
”证 明 的 ,后 人 称 为 费 马 小 定理 . 

而 欧 拉 又 把 它 推广 成 更 一 般 的 结果 : 车 整数 a 与 正 整数 m 之 2 
互 素 , 则 a=] (mod m), E glm) 表 示 1 ,2,…,m 当中 与 六 互 素 
的 正 整 数 个 数 . 后 人 把 gCm) 叫 作 欧 拉 函 数 . 当 m 为 素数 p 时 ， 
9(p) 二 p 一 1. 从 而 费 马 小 定理 是 上 述 欧 拉 定 理 的 特殊 情形 . 

(2) 对 于 正 整数 m WR m 有 奇 素数 因子 p, 易 知 2" 十 1 可 被 


2 十 1 RR. 所 以 车 2" 十 1 为 素数 , 则 m 只 能 是 OMAR. 于 是 费 
马 考 虚数 P= 2" 十 1. 他 算出 Fy =3,F,=5,F,=17,F;= 257 和 
,二 65 537 都 是 素数 . 于 是 他 猜想 :对 所 有 n20,F, 均 是 素数 (后 
和 人称 之 为 费 马 素数 ). 但 是 欧 拉 巧 妙 地 发 现 了 641 为 Fs 的 因子 ,从 
而 推翻 了 费 马 这 个 猜想 .事实 上 ,一 直到 今天 除了 费 马 给 出 的 前 5 
个 之 外 ,人 们 还 没有 发 现 新 的 费 马 素数 ,甚至 倾向 于 : 当 m 字 5 时 ， 

F, 均 不 是 素数 . 目前 已 经 算出 了 F (2 委 10) 的 素 因 子 分 解 式 从 F, 

s e. 


到 Fi, 的 素 因 子 分 解 式 都 是 利用 最 先进 计算 机 和 基于 高 深 代数 数 
论 知 识 研制 出 的 大 数 分 解 算法 而 得 到 的 . 我 们 在 本 书 最 后 一 章 将 
会 看 到 ,近年 来 人 们 热衷 于 分 解 F, 的 动机 来 自 保密 通信 . 
(3) 1657 年 , 费 马 提出 一 个 论断 :27 是 惟一 的 立方 数 , 它 比 一 
个 平方 数 大 2. 这 世相 当 于 说 他 猜想 方程 y =r +2 只 有 一 组 正 整 
数 解 (z,y) 一 (5,3). 1770 年 ， 欧 拉 给 出 这 个 问题 的 一 种 解法 . 方程 
右边 无 法 在 整数 范围 内 化 成 乘积 形式 ， 欧 拉 则 引进 复数 一 而 
把 方程 写成 ne 
y =r +2= GVD Ha). 
于 是 欧 拉 考 虑 形 如 a 十 &8V 一 2 的 数 ,其 中 a Ab 是 通常 整数 . 所 有 
这 种 数组 成 的 集合 表示 成 Z[V 一 2], 易 知 这 个 集合 和 通常 整数 集 
合 Z 一 一 样 有 加 减 乘 运算 . 在 Z[V 一 2] 中 也 可 同样 定义 整除 概念 
H y =r ?十 2 易 知 xs 必 为 奇数 ， 由 此 欧 拉 推出 roy 一 2 和 工 十 
v 一 5 是 互 素 的 . 但 是 : 它们 的 乘积 是 立方 数 y ' 欧 拉 说 ,zx 士 /一 3 一 
定 是 Z[V 二 下 中 元 素 的 立方 ， 即 
xz 十 V 二 5 一 (za 十 5V 一 2) . | 
= (a? ~6ab?) + (3a?b— 2 Z2, ， 
H a, bEz. FE a 
x=a?— bab’ =a (la? — 6b’), 
1 = 3a*b— 2b? =6( 3a? — 26’). 
由 后 一 等 式 可 知 5 一 十 1, 于 是 1 一 十 (3c2: 一 2)， 这 又 得 出 “一 十] 
因此 z= ( 士 1) 。 (a—6)=+5, i y= 3. 
欧 拉 的 这 个 解法 是 不 严格 的 . 首先 需要 弄 清 为 什么 x 一 /二 2 
和 z 十 V 一 2 互 素 (其 中 二 是 奇数 )? 其 次 是 :它们 乘积 为 立方 的 时 
fe ,为 什么 每 个 都 是 立方 ? 这 些 事情 是 在 19 世纪 初 才 由 高 斯 解释 
清楚 的 . 但 是 欧 拉 把 Z 扩大 成 Z[V 一 2] 来 解 不 定 方程 的 想法 是 非 
e Qe 


图 3 欧 拉 


te E E H. 在 研究 整数 解 问题 时 采用 Vv 一 2 的 作法 在 很 长 时 期 不 被 


欧 拉 同时 代 的 人 所 接受 ,但 这 种 新 思想 的 萌芽 后 来 发 展 成 数论 的 
一 个 重要 分 支 . 


(4) 1640 年 , 费 马 在 给 Mersenne 的 信 中 断言 :每 个 素数 p= 
。 10° 


4n 十 1( 即 被 4 BRA 1) 都 是 二 平方 和 ( 即 两 个 平方 数 之 和 ). 换 句 话 
说 , 当 素 数 p 三 1 (mod 4) 时 , 费 马 断言 方程 r ty =p 必 有 整数 
解 . 1654 年 ,在 给 Pascal 的 信 中 费 马 又 断言 : 奇 素数 p 可 以 表 成 
十 2y? 当 且 仅 当 p=1.3(mod 8),p(p SX 3) 可 以 表 成 xz? 十 3y? 当 
BIM p=1(mod 3). 费 马 声 称 他 证 明了 这 些 论断 ,并 且 使 用 了 无 
穷 下 降 法 .事实 上 这 些 论断 是 后 来 于 1756 年 由 欧 拉 证 明 的 ,并 且 
确实 采用 了 无 穷 下 降 法 ,但 是 需要 技巧 . 

接 下 来 费 马 研 究 x? 十 5y*. 在 这 里 费 马 发 生 了 困惑 . 通过 试验 
性 的 运算 他 意识 到 ,素数 p 是 否 可 写成 x? 十 5y?, 应 当 和 pp 模 20 
的 剩余 有 关 , 但 是 他 没有 提出 像 前 面 那样 的 准确 性 论断 . 进而 ,他 
发 现 当 p=3,7(mod 20) 时 ,p 不 能 写成 xz 十 5y? 的 形式 ,但 是 两 个 
这 样 素数 的 乘积 却 可 写成 z? 十 5y 的 形式 ,例如 21=3 © 7=1°+5 
" 27. 这 种 现象 在 过 去 没有 发 生 过 ,例如 对 Hy, 4 p=3 (mod 
4) 时 p 不 是 二 平方 和 ,并 且 这 样 的 任意 两 个 不 同 素数 的 乘积 ( 例 
如 21==3。7) 也 不 是 二 平方 和 . 所 以 费 马 只 提出 如 下 的 论断 : 若 p 
和 4g 是 模 20 同 余 于 3 或 7 的 两 个 素数 ， 则 -pg 可 写成 zx 十 5y? 的 
形式 . 

拉 没 能 证 明 这 个 玫 想 ,因为 他 也 不 明白 其 中 的 原因 但 是 欧 
拉 在 1744 年 提出 了 猜想 : 

设 p 为 奇 素数 , 则 p 可 表 成 bby’ 4AM 4 p=1.9(mod 
20). 而 2p 可 表 成 r +5y 当 且 仅 当 p=3,7 (mod 20). 

这 些 猜想 和 其 中 的 秘密 是 于 1773 年 由 拉 格 朗 日 证 明和 揭示 
的 . 他 开始 考虑 一 般 的 二 元 二 次 型 

az 十 bxzy 十 cy (a,b,cEZ, 并 HH (a,b,c)=1). 
希望 能 够 把 这 无 穷 多 个 二 元 二 次 型 加 以 分 类 ， 使 得 每 类 中 的 二 元 
二 次 型 都 可 表示 同样 的 整数 . 容易 想到 的 一 种 变换 是 变量 之 间 的 
齐 次 线性 变换 : 
oye, (a,8,7,8EZ). 
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它 把 ax 十 bry 十 cy 变 成 二 元 二 次 型 a'rx tHe r y +e y’. 
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图 4 ARA 
需要 a6 一 87= 土 1. 满足 这 个 条 件 的 全 部 齐 次 线性 变换 形成 群 . 两 
个 二 元 二 次 型 可 以 由 这 样 变换 从 一 个 变 到 另 一 个 , 称 这 两 个 二 元 
二 次 型 是 等 价 的 . 等 价 的 二 元 二 次 型 可 以 表示 同样 的 整数 . BIA BA 
a 二 元 二 次 型 f(x，y) 和 I (x, yp SH, 则 对 每 个 整数 Ns 方程 
jz,y) 一 2 有 整数 解 当 且 仅 当 户 (z,y) 一 n 有 整数 解 ， 换 句 话说 ， 
工 元 二 次 型 f(x,y) 可 以 表示 的 整数 全 体 , 是 f(z， y) 的 等 价 类 的 
不 变量 . 另 一 个 等 价 类 不 变量 为 az:-bzy 十 cy2 的 判别 式 呈 一 4ac 


“12 、 


DAES ax’ tbayte’y SH, WM 6 — hac =b? —4a'c’. MAX 
LSE ABA) Sit BR iE A Rit ne eis BM REDO 
it fi #8 BA AY (RRA BR IB AERE). 

综 上 所 述 , 为 了 研究 费 马 和 欧 拉 提 出 的 猜想 , 即 二 元 二 次 型 能 
表示 哪些 整数 . 我 们 只 需 考虑 它们 的 等 价 类 . 由 于 等 价 的 二 元 二 次 
型 有 同样 的 判别 式 . 自然 提出 如 下 问题 : 

对 每 个 整数 马 ,判别 式 为 DD 的 二 元 二 次 型 有 多 少 等 价 类 ,能 
否 求 出 每 个 等 价 类 的 代表 ? 

拉 格 朗 日 对 于 D<O 的 情形 很 好 地 解决 了 这 个 问题 . 他 发 现 : 
在 每 个 等 价 类 中 都 有 一 个 特别 的 二 元 二 次 型 azr: 十 pzry 十 cyz 满足 
0OSbNa<c. 这 样 的 二 元 二 次 型 叫 作 约 化 的 (reduced). 不 同 的 约 
化 型 彼此 不 等 价 . 对 于 约 化 型 我 们 有 

— D=4ac— b S>4a’? — a? = 3a’. 
由 于 负 整 数 九 是 固定 的 ,所 以 满足 比 不 等 式 的 整数 a 只 有 有 限 多 
个 ,于 是 由 OSb6<a 知 5 也 只 有 有 限 多 个 ,而 c Hb’ —4ac=D PR 
定 . 这 表明 :判别 式 为 D( 二 0) 的 约 化 二 元 二 次 型 只 有 有 限 多 个 . 所 
以 判别 式 为 D( 过 0) 的 二 元 二 次 型 只 有 有 限 多 (等 价 ) 类 . 这 个 类 数 
表示 成 h(D), 它 等 于 满足 

0OSbSaxc, bi—4dac=D, (a.bsc)=1 
的 整数 (a ,b,c) 的 组 数 . 

由 此 容易 算出 ,h( 一 4) 二 h( 一 8)==h( 一 12)= 二 1, 并 且 判 别 式 
为 一 4, 一 8, 一 12 的 约 化 二 元 二 次 型 分 别 为 zx? 十 y:,z? 十 2y* A x’? 
十 3y . = D= — 20 时 ,可 求 出 判别 式 为 一 20 的 两 个 约 化 型 xz? 十 
5y 和 2x 十 2xy 十 3y. 即 h( 一 20)==2. 这 就 是 zx? 十 5y? SHS 
到 困惑 的 特别 之 处 : 它 有 一 个 不 等 价 的 伴随 者 . 

拉 肯 格 日 证 明了 欧 拉 的 一 个 猜想 :对 于 奇 素 数 pop 可 表示 成 
与 十 5y, 当 且 仅 当 p=1,9(mod 20). 与 此 同时 也 证 明了 :zp 可 表 
不 成 2x°+ 2ry+3y* 当 且 仅 当 p=3,7(mod 20). 为 了 证 明 费 马 和 
欧 拉 的 其 他 猜想 , 拉 格 朗 日 考虑 二 元 二 次 型 的 合成 . SERIA: 
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(r? +57) (x +5y'?) = (X?+5Y"), 
Hp X=227'—5yy Y =zy +r y. 这 可 以 直接 验证 ,但 拉 格 表 日 
建议 像 欧 拉 做 过 的 那样 ,采用 Vv 一 5, 则 x? 十 5y? 二 (x 一 V 一 5y)(x 
+V 一 5y) 二 |x 十 Vv 一 5y|’, 于 是 
(x 二 5y Ce? +5y7) = |x4t+V/—5yl|? e le’ +v—5y |? 
一 | (xz 十 V 一 5y)(Cz +V¥—5y') |? 
= | (rx —5yy ) 十 V 一 5(Czy +r y) |? 
一 (zx 一 5yy )°+5 Cry’ +r y). 
由 此 可 知 , 厂 整数 n Al om 均 可 表 成 r +5y METI WR nm 也 
可 如 此 . 拉 格 明日 把 上 式 左 边 看 作 是 两 个 二 元 二 次 型 x 十 5y? 的 
“合成 ,结果 仍 是 x? + Sy”. 同样 地 ,他 给 出 :x 十 5y? 和 2x? 十 2xy 
十 3y 的 合成 为 2x* 十 2xy 十 3y ,而 两 个 2z2? 十 2zy 十 3% 的 合成 为 
x 十 5y’: 
Cx? +5y?) (22? 二 +27x'y +3y'?) =2X*+2XY4+3Y’, 
其 中 和 一 ZX tary — yt 一 3yy 7 一 zy 十 2yz 十 yy 
(22° +2ryt+3y’) (2x +22! y +3y'?)=X?+5Y’, 
其 中 X=222' 十 Zy + ya’ —2yy Y= 二 xy' 十 yx 十 yy . 
拉 格 明日 实际 给 出 判别 式 为 一 20 的 两 个 约 化 二 元 二 次 型 4 
二 Xx 十 5y Al B=22°+2ry+3y 之 间 的 一 种 合成 运算 :AA== BB 
=A,AB=BA=B. 后 来 他 于 1798 年 又 一 般 性 地 证 明了 :判别 式 
为 负 整 数 DD 的 任意 两 个 二 元 二 次 型 仍 可 合成 为 判别 式 为 DD 的 二 
元 二 次 型 .到 了 19 世纪 ,高 斯 进一步 证 明 判 别 式 为 万 的 二 元 二 次 
型 等 价 类 对 于 合成 运算 形成 有 限 ( 阶 数 为 h(D)) 交 换 群 . 
拉 格 朗 日 利用 二 元 二 次 型 A4==x? 十 5y* 和 B=2r + 2ry +37? 
的 合成 结果 很 容易 证 明 费 马 和 欧 拉 的 猜想 ;由 于 拉 格 朗 日 证 明了 
p=20n+3 和 20n 十 7 可 用 B 表示 ,从 而 这 样 两 个 素数 的 乘积 可 用 
B » BA RR RRERSHW BE. 另 一 方面 ,2 BAT BR 
”AN TVA 2p 也 可 由 Be B=A 表示 ,这 就 是 欧 拉 的 猜想 . 
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RY RABE. 
18 世纪 男 一 个 重要 的 法 国 
数论 学 家 是 勒 让 得 . 他 发 现 
了 二 次 互 反 律 , 这 是 后 来 数 
论 发 展 的 一 个 重要 源头 . 他 
对 于 方程 ax: 十 by: 十 cz’ 一 
OCH P a,b,c 是 非 零 整 
数 ), 得 到 有 非 零 整数 解 的 
充分 必要 条 件 , 这 是 近代 代 
数 数论 中 关于 二 次 型 方程 
局 部 -整体 原则 的 一 个 重要 
的 例子 . 他 提出 算术 级 数 中 
素数 的 如 下 猜想 : 设 m BT 
是 互 素 的 正 整数 , 则 存在 无 sa 
穷 多 个 素数 p= mod m). 图 5 &hik# Adrien Marie Legendre 
这 个 猜想 到 了 19 世纪 才 由 
德国 人 狄 里 赫 利 所 证 明 , 并 引发 出 研究 数论 的 解析 方法 . 

17 世纪 费 马 对 于 数论 提出 了 一 系列 猜想 ,促使 18 世纪 的 欧 
拉 、 拉 格 朗 日 和 勒 让 得 对 数论 的 研究 , 欧 拉 对 费 马 的 工作 研究 了 
40 年 之 久 . 这 些 研究 孕育 着 数论 在 19 世纪 将 会 有 一 个 大 的 发 展 . 
关于 上 述 诸位 数论 学 家 的 生平 和 工作 的 更 详细 介绍 可 参见 下 列 广 
献 ， | 
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第 二 章 ”经 典 代数 数论 : 
从 高 斯 到 希 尔 伯 特 


$ 2. 1 高 斯 和 他 的 (数论 探究 )CI801 年 ) 


19 世纪 数论 取得 重大 的 进步 ,数论 从 少数 人 的 职业 和 业余 爱 
好 变 成 数学 的 一 个 重要 和 主流 学 科 . 数论 不 仅 在 理论 上 系统 化 ,而 
且 研 究 手段 有 巨大 的 创新 ， 产生 了 数论 两 个 新 的 重要 分 支 ， 代数 数 
论 和 解析 数论 . 19 世纪 数论 的 发 展 和 代数 数论 的 建立 都 是 从 高 斯 
在 24 岁 时 出 版 的 4 数论 探究 ;一 书 开始 的 . E 
高 斯 (Gauss,1777 一 1855) 在 这 本 书 的 前 言 中 说 ， 欧 几 里 德 和 
丢 番 都 研究 了 数论 的 许多 特殊 规律 ,但 是 数论 需要 有 “一般 原 则 ” 
这 些 一 般 原则 已 经 由 费 马 、 欧 拉 、 SAL MAE AE AE 他 
在 这 本 书 中 要 系统 介绍 自己 的 数论 研究 结果 . 
《数论 探究 》 一 书 共 分 七 章 前 四 章 分 别 是 同 余 , 一 次 同 余 . 宕 
剩余 和 原 根 指数 .二 次 同 余 式 和 二 次 互 反 律 . 在 这 一 部 分 ,高 斯 采 
用 了 沿用 至 今 的 同 余 式 符号 ， 系统 讲述 了 同 余 式 运算 法 则 和 模 m 
同 余 类 的 概念 ,严格 证 明了 一 系列 重要 的 同 余 定理 ( 费 马 小 定理 、 
欧 拉 定理 等 ), 系 统 论述 了 原 根 和 指数 的 概念 和 规律 . 用 现在 的 语 
言 , 就 是 研究 了 有 限 阿 贝尔 加 法 群 Z/m 和 乘法 群 (Z/m2Z)* 的 结 
构 . 他 严格 证 明了 (2Z/pZ)” 是 乘法 循环 群 (其 中 p 为 素数 ), 生 成 元 
即 是 模 p 的 原 根 . 原 根 的 存在 性 网 拉 就 已 经 知道 ,而 高 斯 利用 指 
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FA 6 高 斯 (Carl Friedrich Gauss) ; 
数理 论 计算 出 模 p 的 原 根 ( 即 p 一 1 阶乘 法 循环 群 (Z/pZ)* 的 生 
成 元 ) 共 有 ykp 一 1) 个 . 在 这 一 部 分 高 斯 还 系统 论述 了 一 次 和 二 次 
同 余 方程 的 解法 并且 用 来 求 一 次 和 二 次 不 定 方程 的 整数 解 . 高 其 
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叙述 了 一 次 不 定 方程 求 整数 解 的 完整 理论 . 对 于 一 元 二 次 同 余 ,高 
斯 采用 配方 法 把 问题 归结 为 最 基本 情形 x* 寺 a (mod p). 由 此 建立 
了 二 次 剩余 概念 和 系统 理论 ,其 核心 部 分 是 证 明了 二 次 互 反 律 . 二 
次 互 反 律 的 建立 和 高 斯 以 及 后 人 对 它 的 深刻 思考 ,是 代数 数论 万 
至 现代 数论 的 一 个 重要 源头 ,我 们 在 后 面 将 陆续 介绍 . 

第 五 和 第 六 章 论 述 二 次 不 定 方程 ar tbrytcy =n 的 整数 
解 问 题 和 各 种 具体 应 用 (其 中 a,b,c,nE2). 这 部 分 占 了 该 书 的 
2/3 篇 幅 . 如 果 上 面 二 次 不 定 方程 有 整数 解 , 便 称 二 元 二 次 型 f(x， 
y) 二 axr 十 bry 十 cy 表示 整数 n. 

高 斯 研究 下 列 一 般 性 问题 ;一 个 固定 的 二 元 二 次 型 f(x,y) 可 
以 表示 哪些 整数 ? 

高 斯 采用 了 更 宏观 的 视野 , 即 不 是 对 二 元 二 次 型 逐个 加 以 研 
究 , 而 是 对 所 有 二 元 二 次 型 加 以 分 类 . 他 沿用 第 一 章 介 绍 的 拉 格 朗 
日 方法 ,用 行列 式 为 士 1 的 二 阶 整数 方 阵 群 的 作用 ,把 二 元 二 次 型 
分 成 等 价 类 . 判别 式 A==b 一 4ac 是 等 价 不 变量 ,并 且 等 价 的 二 元 
二 次 型 可 以 表示 同样 的 整数 . 进而 ,高 斯 发 展 了 拉 格 朗 日 的 约 化 方 
法 ,证 明了 对 每 个 非 零 整数 4, 判 别 式 为 4 的 二 元 二 次 型 只 有 有 限 
个 等 价 类 . 当 A<0( 即 az 十 bzy 十 cy 是 正定 二 次 型 (ac 之 0)) 时 ， 
证 朋 是 容易 的 并 且 本 质 上 由 拉 格 朗 日 给 出 ; 当 4>0( 即 az? 十 bzy 
十 cy 是 不 定型 ) 时 ,高 斯 修改 了 约 化 二 元 二 次 型 的 定义 ,证 明 克 服 
了 很 多 困难 . 以 A(4) 表 示 判 别 式 为 4 的 二 元 二 次 型 等 价 类 数 . 高 
斯 对 许多 A 计算 了 h(A) 的 值 .例如 h( 一 20)=2, 这 相当 于 拉 格 朗 
日 的 发 现 , 即 x 十 5y? 和 22° +2ryt3y 是 不 等 价 的 . 高 斯 还 计算 
出 : 当 d=1,2,3,7,11.19,43,67 和 163 时 ,h( 一 4d) 二 1, 并 且 猜 想 
对 其 它 负 整数 A, 均 有 ACA)> 1. 

这 个 猜想 在 1967 年 才 由 英国 数学 家 Baker 和 美国 数学 家 
Stark 各 目 独立 地 加 以 证 明 (Baker 使 用 超越 方法 ,Stark 采用 模 形 
式 理 论 ). 

为 一 方面 ,高 斯 还 猜想 :存在 无 限 多 个 正 整 数 4, 使 得 
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h(A=1. 这 个 猜想 至 今 未 解决 . 

高 斯 还 把 拉 格 朗 日 关于 二 元 二 次 型 的 合成 运算 定义 作 了 修 
改 , 证 明 这 是 二 元 二 次 型 等 价 类 的 运算 ,并 且 表 明 这 个 运算 满足 结 
合 律 和 交换 律 . 用 现在 的 语言 来 说 ,高 斯 论述 了 :所 有 判别 式 为 A 
的 二 元 二 次 型 等 价 类 似 于 合成 运算 形成 上 4A) 阶 阿 贝 尔 群 . 高 斯 还 
给 出 计算 A(4A) 的 解析 公式 .最 后 ,高 斯 还 建立 了 二 元 二 次 型 的 种 
(genus ) 理 论 . 按照 这 种 理论 可 以 证 明 , 如 果 4 人 有 > 个 不 同 的 素 因 
子 , 则 2 一 |A(4). 所 有 上 述 结果 都 是 十 分 深刻 的 理论 成 果 . 到 了 
19 世纪 后 半期 , 狄 德 金 (Dedekind) 建 立 理想 论 之 后 ,高 斯 这 些 结 
果 直 接 转化 成 二 次 域 理想 分 解 和 理论 类 群 的 深刻 结果 ,成 为 经 典 
代数 数论 的 重要 内 容 . 按照 高 斯 关于 二 元 二 次 型 合成 运算 的 定义 ， 
为 了 验证 运算 满足 结合 律 ,需要 核准 27 个 等 式 的 正确 性 ,高 斯 把 
其 中 大 部 分 等 式 的 核准 工作 留 给 读者 . 在 狄 德 金 采用 理想 论 的 语 
言 之 后 ,运算 的 结合 律 和 交换 律 则 变 成 了 显而易见 的 事情 . 

《数论 探究 的 前 六 章 讲述 了 纯粹 数论 内 容 , 而 第 七 章 则 研究 
一 个 几何 问题 ;对 哪些 正 整 数 n 实 3, 可 以 用 圆规 直 尺 作出 一 个 正 > 
边 形 来 ?这 也 相当 于 问 :对 哪些 可 以 用 圆规 直 尺 把 单位 圆周 等 
份 ? 在 复 平 面 上 把 单位 圆周 ”等 份 , 如 果 圆 心 在 原点 而 一 个 分 点 为 
1, 则 ，” 个 分 点 为 Si(i 二 0,1,2,…,n 一 1), 其 中 


S, er 7 =COS = + isin a 


oy A BE ACR AL AO FB HE TE = A TE IE PTE ah 
形 , 而 且 知 道 如 何 用 圆规 直 尺 作 角 的 平分 线 , 所 以 若 用 尺 规 可 作 正 
n 边 形 , 则 也 可 作出 正 2n 边 形 . 高 斯 在 他 19 岁 的 时 候 , 出 色 地 给 
出 了 用 斥 规 画 出 正 17 边 形 的 方法 . 在 书 的 第 七 章 高 斯 证 明了 : 若 
n=2" pipen pe A P m20, M p; 均 是 形 如 27 十 1 的 不 同 素数 ( 即 
费 马 素数 ), 则 用 尺 规 可 以 构 作 出 正 n 边 形 . 

到 了 19 世纪 中 期 产生 了 伽 罗 华 理论 之 后 ,人 们 知道 高 斯 已 经 
找到 了 可 用 尺 规 作 出 的 全 部 正 ” 边 形 . 
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让 我 们 看 一 下 高 斯 是 如 何 证 明 上 述 结果 的 . 首先 ,利用 初等 数 
诊 不 难 证 明 : 若 用 尺 规 可 作出 正 2” 边 形 和 正 mHE, ŽEH mAn 
互 素 , 则 用 尺 规 可 构 作 正 mn 边 形 . 于 是 问题 归结 为 要 证 :对 每 个 
费 马 素数 p=2 十 1, 用 尺 规 均 可 构 作 正 p 边 形 .为 此 ,高 斯 研究 
g= Dp |S (t,—er | > 
eg] mS ar 7 ERED 


Ê —1, ea DE o He KEMA. 
g 现在 叫 作 高 斯 和 (在 此 之 前 拉 格 朗 日 研究 过 与 高 斯 和 类 似 的 数 ， 
叫 拉 格 朗 日 结 式 ). 高 斯 利用 勒 让 得 符号 关系 | S| (S| 一 | 经 | 证 
明了 
一 | 二 | =|" # p=1(mod 4), 
Op LP) # p=3(mod 4). 


于 是 4 一 二 /| 二 |. 进而 高 斯 通过 不 平凡 的 努力 决定 出 此 式 右 
边 的 符号 恒 为 正 , 即 g=v p KV pi. MRS 


于 是 


A= t(/p-1) 或 = JPpi-1), 
1 


4 一 广 ( 一 V 方 一 1) 或 +(-VPpi-1). 
由 平面 几何 知道 ,如果 确 定 一 个 单位 长 度 ( 即 长 度 为 1) 的 线段 , 那 


么 用 矿 规 可 作出 长 度 为 任何 正 有 理 数 的 线段 , 即 可 作出 任何 正 有 
. Pie 


理 数 . 更 一 般 地 ,如 果 用 尺 规 可 作出 复数 a 和 B( 即 复 平面 上 的 点 a 
Al B), 则 可 作出 a AB 的 四 则 运算 数 a 土 B,aB 和 a/B(B SOUR 
FEA Vo (事实 上 , 尺 规 作 图 的 能 力也 仅 限 于 此 ). FERNE 
知道 ,点 A, 和 4; 是 可 用 尺 规 作出 的 . 现在 我 们 设 2 一 2: 十 1 是 费 


马 素数 , 记 2' 一 m. 取 g 为 模 p 的 一 个 原 根 , 则 模 p 的 2 个 二 次 
剩余 为 g”|i 一 0,1,…,2 了 | ,而 2 了 3 个 非 二 次 剩余 为 g 
[imo ET .所 以 A, 和 A, 均 是 2 一 一 2"!' 个 p 次 单位 根 
之 和 | 

— Di, A, _ De”, 


进而 , 模 p AY DU BAR HEE = Ag G01, 2 


1). 
4 
m2 


= Do. Baa 一 B,, 


则 B, 和 B; 均 是 2 一 :个 p 次 单位 根 之 和 .并且 Bl 十 B; 二 A1. 咏 斯 
证 明了 BB, 二 4' 可 以 用 有 理 数 以 及 4, 和 A, 通过 四 则 运算 表达 
出 来 . 从 而 Bi 十 B; 二 4; 和 B1B; 二 4 都 可 由 尺 规 作出 . 而 B, M B, 
是 二 次 方程 rt ArtA =0 的 解 ,由 求解 公式 中 只 有 四 则 运算 
和 开平 方 运算 .所 以 Bi( 和 Bs) 可 由 尺 规 作 出 . 可 同样 证 明 2” :个 
户 次 单位 根 之 和 


C= 2 = = ,+¢8 + 


下 规 可 作出 正 p 边 形 , 其 中 p en 这 就 是 高 斯 的 证 明 . 
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高 斯 和 以 及 它 的 各 种 推广 ,成 为 后 来 数论 研究 的 重要 工具 . 在 
18 世纪 , 欧 拉 研究 费 马 猜想 4==3 的 情形 时 ,使 用 了 三 次 单位 根 入 


-1V Si 而 高 斯 则 更 进一步 研究 了 单位 根 5 的 性 质 ,可 以 看 成 


是 研究 分 国 上 QC,) 的 开端 . 比如 说 ,由 等 式 g 二 Vp 或 V 一 p 可 知 
二 次 域 OC VY 土 p) 是 分 贺 域 0(2,) 的 子 域 ( 因 为 g 可 由 p 次 单位 根 
表达 出 来 ), 从 而 不 难 推出 任何 二 次 域 都 是 分 圆 域 的 子 域 ,这 就 引 
发 出 一 个 至 今 未 解决 的 一 个 代数 数论 问题 ( 希 尔 伯 特 第 12 问题 ). 
这 表明 ,虽然 第 七 章 研究 的 是 几何 问题 ,但 它 实 质 上 讲述 了 代数 数 
论 ( 分 圆 域 ) 的 内 容 . 分 圆 域 的 更 深入 研究 是 由 库 默 尔 在 19 世纪 中 
期 作出 的 ( 见 下 一 节 ). 

以 上 是 《数论 探究 》 一 书 的 主要 内 容 . 为 了 进一步 说 明 它 对 代 
数 数论 的 建立 所 起 的 作用 ,我 们 再 结合 高 斯 (以 及 其 他 人 ) 后 来 的 
工作 ,对 其 中 两 个 方面 作 专门 的 解释 ,这 两 个 方面 是 高 斯 数 域 0 (i) 
和 二 次 互 反 律 . 

在 高 斯 之 前 , 欧 拉 和 拉 格 朗 日 、 勒 让 德 等 人 在 研究 Pell 方程 
v—dy =] MRA HE rty =: 时 采用 了 环 Z[V d IM zE]. 
特别 是 欧 拉 在 证 明 o + y= 没有 正 整 数 解 时 事实 上 使 用 了 环 
ZL&;j] 的 惟一 因子 分 解 特性 .但 是 对 二 次 域 0CV 4) 的 系统 研究 特 
别 是 对 环 ZL V d ] 的 惟一 因子 分 解 性 质 加 以 认真 研究 的 是 高 斯 . 
这 种 研究 是 在 1837 年 进行 的 . 高 斯 在 《数论 探究 中 用 二 元 二 次 型 
分 类 的 语言 讨论 一 般 二 次 方程 ax? 十 bxy 十 cy:==n 的 整数 解 .但 是 
他 于 1837 年 讨论 特殊 方程 ty =n 时 , 则 深入 研究 和 使 用 了 环 
ZLi] 的 惟一 因子 分 解 性 质 . 这 个 环 现在 被 称 为 高 斯 整数 环 ,其 中 每 

PER atbila bE Z)M BMRB 0T 

类 似 于 整数 环 Z 的 情形 ， 高 斯 定义 了 高 斯 整数 之 间 的 整除 概 
念 :高 斯 整数 a 可 整除 8, 是 指 存在 高 斯 整数 >, 使 得 wy= 8( 表 示 
W alg). ZJ 中 乘法 可 逆 元 素 ( 或 叫 作 单位 ) 共 有 4 个 : 士 1, 士 : 定 
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X a=a+bi 的 范 数 为 N(a)=latbi|?=a’ +’ WEBER aH 
单位 当 用 仅 当 N=. 由 于 方程 n= 二 x 十 y* 相当 于 n= 二 (x 十 1y) 
(Xz 一 1y) 二 和 N(x 十 iy) ,可知 为 二 平方 和 当 且 仪 当 nn 在 环 ZL 中 
Ay FE BOA “> CSE BE) PE SO. 这 就 引发 出 高 斯 整数 环 Z[i 中 
的 因子 分 解 问题 . 而 本 质 上 不 能 分 解 的 高 斯 整数 x 被 称 作 高 斯 素 
数 . 确切 地 说 :r 是 高 斯 素数 ,是 指 7 不 是 0 或 单位 ,并 且 若 7+=ap， 
则 高 斯 整数 a 和 有 当中 必 有 一 个 为 单位 . 

议和 BB 是 两 个 非 零 高 斯 整数 . 如 果 alB 并 且 Pla, WRK o 和 
PB 等 价 ,表示 成 e~p. 易 知 这 相当 于 a= py p Yy 为 单位 .于 是 和 
a 等 价 的 恰 有 四 个 高 斯 整数 十 a 和 士 ai. 现在 可 以 叙述 高 斯 的 重要 
结果 . | 
高 斯 整数 环 是 惟一 因子 分 解 整 环 ( 简 记 为 UFD, Uniquely 
Factorization Domain). 也 就 是 说 : 设 a€2Z[i 站 ,a ¥ 0, 土 1, 士 i, 则 

Cl) FEE) 可 以 表示 成 有 限 个 高 斯 素数 的 乘积 ; 

(2) (惟一 性 ) 如 果 =r eer =a! en’. Hb m A’, HEE 
斯 素数 , 则 ~=*, 并 且 适 当 调 换 诸 | SKY KE, Eo, 
~r ASST). 


整数 环 Z 的 惟一 因子 分 解 特性 是 由 欧 几 里 德 基本 上 建立 而 
由 高 斯 严格 证 明 的 . 对 于 Z[ij 高 斯 采用 了 类 似 的 证 明 方 法 . 存在 
性 的 证 明 是 容易 的 :如 果 a 是 高 斯 素数 则 分 解 完 毕 . 否则 a= BY, 
其 中 8,YE ZLij] 并 且 均 不 为 单位 .于 是 N(B) 和 NN (7) 均 不 为 1, 但 
Æ NOSNE) NO), BRE NOMNO NCh H E 
整数 . 这 样 下 去 便 知 有 限 步 之 后 ,a 必 可 分 解 为 有 限 个 高 斯 素数 的 
乘积 . 为 了 证 明 分 解 的 惟一 性 ,需要 像 Z 中 那样 证 明 素 数 的 如 下 
HR: a re,pEZ[ 并 且 和 是 高 斯 素数 . 如 果 xla8, 则 rla 或 者 
zje. 而 这 件 事 可 以 由 下 面 的 结果 推出 ， 

(高 斯 整数 环 的 欧 几 里 德 除法 算式 ) 设 a,8E2[i],B8 关 0, 则 
存在 惟一 的 g,YE ZE], tE 
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a=gBh+Y,0<N(Y)<N(B). 
为 了 证 明 这 件 事 ,高 斯 使 用 了 ZL 所 在 的 二 次 域 Q@(GD)( 叫 作 


高 斯 数 域 ). Fathi SP a, bE OA MRR). 


令 g 二 (a) 十 (5)i, 其 中 (a) 和 6) 分 别 是 距离 a 和 4 最 近 的 整 
1 


数 , 则 gE ZE], mi n| 5—4] <| 1) + 1) <1. 因此 对 7 二 a 一 


BEZ[i], 便 有 NG) 一 N(C8) 。 N| 号 一 9| < 一 N(p)， 


既然 高 斯 整数 惟一 分 解 为 高 斯 素数 之 积 ,下 一 个 问题 自然 需 
要 决定 出 所 有 的 高 斯 素数 . 首先 ,如 果 aczi] NaO =p 是 通常 
的 素数 , 则 a 必 是 高 斯 素数 ( 若 a= py, W p=N(a)==N(p8)。， 
NGC) ,于 是 NO) 和 NG) 必 有 一 个 为 1, 即 B 和 7y 必 有 一 个 为 单 
位 ). 其 次 ,每 个 通常 的 奇 素数 p 在 比 Z 更 大 的 环 Z[ 门 中 可 能 不 是 
高 斯 素数 . WR p 二 a8, 其 中 a,8EZ[i], 则 p:=N(p)=N (a)。 
N(B). WR a 和 8B 不 是 单位 , 则 必然 N(a) 二 NN(B8)==p. 于 是 a 和 
8 均 是 高 斯 素数 , 易 知 a 二 a 十 bi 而 8 二 4 二 a 一 bi. 于 是 p=a tt, 
即 p 为 二 平方 和 . 由 欧 拉 结 果 这 相当 于 p 志 1(mod 4). 这 就 表明 : 若 
p=1(mod 4), 则 p HAT APRA pHa, HARA x 和 元 
不 等 价 . 如 果 p=3(mod 4), 则 p 仍 是 高 斯 素数 . 最 后 2 一 (1 十 门 ， 
(一 站 ,其 中 1+i 和 1 一 i 是 等 价 的 高 斯 素数 | 因为 | 二 一 i 为 音 
位 | .以 上 方式 便 给 出 全 体高 斯 素数 . 

利用 ZLij 的 惟一 因子 分 解 特性 和 p 在 Z[ 中 的 分 解 情 况 , 高 
斯 得 到 二 平方 和 问题 的 最 完整 结果 . 对 每 个 正 整数 ”都 可 惟一 表 
达成 n=n1，n;, 其 中 ,是 1 或 者 是 不 同 素数 之 积 .ns Wn HEE 
方 因子 部 分 . 


关于 二 平方 和 的 高 斯 定理 : 设 n 是 正 整 数 的 无 平方 因子 部 
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分 . 则 n RIF AA SAMS n RARAF p=3Cmod 4). 


利用 ZEB TORRE. 高 斯 还 给 出 了 方程 a’ += 
n 整数 解 个 数 的 一 般 公 式 . 类 似 地 可 以 证 明 环 ZC, th UFD, 
从 而 对 欧 拉 证 明 2° + y® = 2° 没有 正 整数 解 最 终 给 出 了 严格 的 基 
it. 后来, 高 斯 研究 了 一 般 环 Z[ vd ] 中 的 因子 分 解 特性 ,发 现 
有 许多 环 的 因子 分 解 不 满足 惟一 性 . 例如 环 ZLv 一 5]，6 一 2。3 
一 (1 十 Vv 一 5)(1 一 Vv 一 5), 其 中 2, 3 和 1 士 V 一 5 都 是 环 Z[ V75] 


中 的 “素数 ”, 但 是 2 和 1 士 V 二 5 不 等 价 | 因为 :二 8 — 5 都 不 是 此 


环 中 的 元 素 ). 由 此 引发 出 高 斯 对 二 次 域 的 一 系列 深 记 的 研究 ,成 
为 代数 数论 的 重要 组 成 部 分 . 

最 后 谈 谈 二 次 互 反 律 . 高 斯 在 《数论 探究 》 第 107 节 中 说 :“ 给 
TZ m ,容易 判 别 哪 些 数 是 模 m He BIA A SERIA. 但 反 
门 题 要 难得 多 :对 给 定 的 m, 试 问 对 哪些 奇 素数 p,m 是 模 p 的 二 
KAR?” 


费 马 在 1642 年 就 知道 :对 每 个 奇 素数 pl > =1 当 且 仅 当 


pel mod 4) ,这 是 由 欧 拉 于 1760 年 证 明 的 , 费 马 还 猜想 ;| Z) = 


1 当 且 仅 当 p=+1(mod 8), 勒 让 得 于 1775 年 给 出 了 第 一 个 证 
明 . 高 斯 在 1796 年 19 岁 的 时 候 第 一 次 证 明了 如 下 漂亮 的 结果 ( 它 
是 由 勒 让 德 于 1785 年 提出 来 的 ): 


二 次 互 反 律 : 设 p 和 9g 为 不 同 的 奇 素数 , 则 
[2)(£) =p, 
换 句 话说 , 若 p=q=3 (mod 4), 则 | 如 — -| 
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高 斯 非常 喜欢 他 证 明 的 这 个 二 次 互 反 律 . 在 (数论 探究 ) 一 书 
中 给 出 了 六 个 证 明 , 后 来 又 给 出 了 两 个 证 明 ( 近 来 有 人 统计 二 次 互 
反 律 的 证 明 已 超过 一 百 个 ). 第 一 个 证 明 采 用 了 巧妙 的 初等 方法 ， 
而 第 六 和 第 八 个 证 明 利用 了 高 斯 和 (即使 用 了 单位 根 5。). 

考虑 


P-1 ， 4 
4 a 


B= 215 Ee, 
易 知 5 一 | 对 | 5 而 前 面 已 说 过 如 一 | |p. 由 于 

“= | ies > “| (mod q) 
Mm si=|— |p Sq 互 素 ,可 知 gt '= 1 (mod q). 
但 是 sp 2| (mod q), 


P 

(这 里 用 了 欧 拉 一 个 结果 :2 一 | A (mod q)). 于 是 
gj [zie 
a= 权 2) (mod q). 
由 于 同 余 式 两 端 为 十 1 而 。 为 奇 素数 ,从 而 必然 | | =|= 
. £ .再 由 | | =(—D TALKER. 高 斯 的 第 六 和 第 
八 证 明 本 质 上 是 上 述 证 明 的 两 种 不 同形 式 . 

二 次 互 反 律 是 环 Z 上 的 一 个 论断 ,而 且 高 斯 也 给 出 了 初等 
( 即 在 有 理 数 域 C 内 ) 的 证 明 . 人 们 对 它 不 断 地 和 寻求 新 的 证 明 方 

。27 。 
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法 ,而 且 使 用 超出 有 理 数 域 范围 的 各 种 手段 ,主要 有 两 个 原因 ,一 
是 这 个 结果 非常 漂亮 和 上 吸引 人 ,二 是 希望 对 它 有 更 深层 次 的 理解 
和 推广 . 爱 森 斯 坦 (Eisenstein,1823 一 1852) 利 用 三 角 函 数 给 出 二 
次 互 反 律 的 一 个 证 明 ,如 果 把 三 角 上 天 数 改 成 某 种 查 圆 函数 , 则 用 同 
样 方法 可 证 明 三 次 和 四 次 互 反 律 .为 了 确切 投 述 三 次 和 四 次 互 反 
律 的 结果 ,需要 利用 环 ZLoj 和 ZL, 其 中 w=, Mi=—/—-1=6,. 
以 三 次 互 反 律 为 例 , 设 p=1(mod 3),g 为 模 p 的 一 个 原 根 , 则 g 
是 p—1=3m (mE DZ) BICR OM FA RM F,=Z/pZ 中 的 乘法 )， 
并 且 对 每 个 与 p RRB BR ec, 均 有 ZL(mod 3m) ,使 得 a=g' (mod 
pP) EX 


| 1, ¢% £=0O(Cmod 3) 
5 -ie # L=](mod 3) 
i w,  1=2(mod 3) 
换 句 话说 ,| =o Wa ER p 的 三 次 剩余 , 当 且 仅 当 | 4) = 


1. 这 件 事 是 与 原 根 g 的 选取 方式 无 关 的 . 
如 果 a 不 是 模 p 的 三 次 剩余 , 则 和 | 为 还 是 ov 依赖 于 原 


AR g 的 选取 方式 . 我 们 无 法 在 有 理 数 域 范 围 内 说 清楚 pg(p 一 1) 个 
原 根 中 哪 一 个 是 特别 的 ,但 是 利用 Z[w] 的 惟一 因子 分 解 性 质 可 以 
选取 模 p 一 个 特定 的 原 根 ,并 且 证 明 三 次 互 反 律 . 同样 地 ,利用 
Z| i 的 惟一 因子 分 解 性 质 可 以 确切 叙述 和 证 明 四 次 互 反 律 . 四 次 
互 反 律 的 形式 由 高 斯 于 1832 年 给 出 ,但 是 三 次 和 四 次 互 反 律 的 第 
一 个 严格 证 明 是 由 爱 森 斯 坦 于 1844 年 给 出 的 (利用 高 斯 和 ), 详 见 
[IR82 一 书 第 九 章 ( 爱 森 斯 坦 只 活 了 29 年 ,他 在 1844 年 21 岁 的 
时 候 , 一 年 之 内 发 表 了 25 篇 文章 ,其 中 包括 三 次 和 四 次 互 反 律 的 
证 明 , 以 及 我 们 在 后 面 将 要 介绍 的 关于 椭圆 模 函 数 和 模 形式 的 重 
BAR). 另 一 个 方向 则 是 希望 把 二 次 互 反 律 从 Z 推广 到 更 为 一 
般 的 环 上 .19 世纪 中 期 ,高 斯 的 学 生 狄 里 赫 利 (Dirichlet ,1805 一 
. JQ» 


1859) 给 出 高 斯 数 域 0[i] 上 的 二 次 互 反 律 ,到 了 19 世纪 末期 , 希 - 
尔 伯 特 给 出 了 任意 代数 数 域 上 的 二 次 互 反 律 ,并 且 用 分 圆 域 中 素 
理想 分 解法 则 给 出 高 斯 互 反 律 一 个 证 明 , 用 以 解释 二 次 互 反 律 相 
当 于 二 次 域 中 的 素 理 想 分 解 律 .于 是 希 尔 伯 特 问 : 对 于 任意 代数 数 
域 应 当 有 怎样 的 一 般 互 反 律 ?〈 和 希 尔 伯 特 第 9 问题 ) 这 个 问题 不 仅 
推动 了 20 世纪 代数 数论 的 发 展 ,而 且 一 直 是 近 30 年 来 现代 数论 
一 个 最 热门 的 研究 课题 ( 朗 兰 兹 纲领 ). 

综 上 所 述 我 们 可 以 看 出 ,高 斯 在 19 世纪 前 期 对 数论 所 作 的 一 
系列 研究 工作 不 仅 促 使 代数 数论 的 产生 和 发 展 ,而 且 对 现代 数论 
研究 仍 有 深刻 的 影响 力 . 


参考 文献 


| 1 ] C.-F. Gauss, Disquisitiones Arithmeticae, 1801 (英文 版 
1966 ,Yale Univ,Press). 


$2.2 库 默 尔 研 究 费 马 猜 想 (1847 年 ) 


继 高 斯 之 后 ,对 代数 数论 的 建立 作 了 重大 贡献 的 是 另 一 个 德 
Ba A fe BRK (Kummer , 1810—1893). 他 在 研究 费 马 猜想 时 对 于 分 
圆 域 的 理论 得 到 了 一 系列 重要 结果 . 
1770 年 欧 拉 用 环 Z[wj 的 知识 证 明了 费 马 猜 想 ( 对 每 个 奇 素 
BL porty =z 没有 正 整 数 解 ) 的 p—3 情形 .到 了 19 世纪 , 勒 让 
德 和 狄 里 赫 利 分 别 于 1825 和 1828 年 独立 地 证 明了 p=5 的 情形 ， 
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Lamé 于 1839 年 证 明了 p=7 的 情形 ,证 明 于 1840 年 由 勒 让 德 简 
化 ,但 是 证 明 仍 旧 十 分 复杂 . 他 们 的 证 明 原 则 上 要 使 用 环 Z[¢;] 和 
ZC, ] 的 惟一 因子 分 解 性 ,而 这 在 当时 并 未 被 严格 证 明 . 1847 年 ， 
法 国人 Lame 在 巴黎 科学 院 的 学 术 例 会 上 宣布 他 证 明了 费 马 猜 
AG. 而 柯 西 (Cauchy) 当 即 指 出 :Lame 的 想法 他 早 就 有 所 考虑 ,但 
是 要 用 到 环 Z[ 纪 ] 的 惟一 因子 分 解 性 质 ,并 且 柯 西 认 为 对 于 某 些 
PZ, Al RERE UFD. 这 场 争论 一 直 继 续 到 三 周 之 后 库 默 尔 的 
文章 从 德国 寄 到 巴黎 ARB PR. 

库 默 尔 在 文章 中 说 ,他 早 在 1844 年 就 证 明了 

(1) 如 果 Z[&] 是 惟一 因子 分 解 整 环 (UFD), 则 费 马 猜想 对 
p È. 

(2) 当 p<19 AY .Z(0, J UFD, m Z(t, AR UFD. KAE 
说 , 库 默 尔 用 统一 的 方法 证 明了 :对 所 有 奇 素 数 p19, TE 
都 正确 . | 
让 我 们 简要 介绍 一 下 库 默 尔 的 证 明 思 想 . 首先 ,他 把 方程 在 
ZC JP RARER | 

TZ yh = Cz— y) (Ey) (z— Le Vy), 
如 果 方 程 有 正 整数 解 (z,y,z), 不 妨 设 xz,y,z 两 两 互 素 , 他 证 明了 
方程 右边 p 个 因子 在 环 Z[&,] 中 也 是 两 两 互 素 的 . 如 果 Ze, 1B 
UFD, 由 于 方程 左边 x? 是 p 次 方 ,所 以 每 个 因子 z 一 &y 也 本 质 上 
是 ( 即 等 价 于 )Z[&,] 中 元 素 的 p 次 方 , 即 
z—C,y=ea? (ONI<p—1), 

其 中 s 是 环 ZL, PML, M a, Ze, 这 虽然 是 很 强 的 条 件 , 但 
是 要 推导 出 矛盾 (从 而 对 p 证 明 费 马 猜 想 ) 库 默 尔 克服 了 一 系列 
重大 困难 . 第 一 个 困难 是 条 件 中 出 现 单 位 s.Z[8] 的 单位 (乘法 ) 


BEU, 是 秩 为 2 的 阿 贝尔 群 . 当 pS 时 这 是 很 大 的 无 限 群 . 决 
定 整个 单位 群 U, 至 今 仍 没有 满意 的 答案 ,但 是 库 默 尔 找到 U, 的 


一 个 相当 大 的 于 群 .对 每 个 (2<<i<p 一 1), 库 默 尔 发 现 1 从 都 是 
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单位 (分 圆 单 位 ), 并 且 由 它们 所 生成 的 分 圆 单位 群 是 ws 的 指数 
有 限 的 子 群 . 利用 分 圆 单 位 , 库 默 尔 对 于 ptzyz 的 情形 (第 一 种 情 
FE ) 比 较 容 易 地 推导 出 矛盾 .但 是 对 p | zyz( 第 二 种 ) 情 形 , 又 碰 到 
很 大 困难 , 库 默 尔 研 究 出 单位 的 另 一 个 重要 特性 (现在 叫 作 库 默 尔 
引 理 ) ,利用 这 个 性 质 , 采 用 费 马 的 无 穷 下 降 法 又 推出 矛盾 . 从 而 最 
终 证 明了 : 若 Z[5] 是 UFD, 则 费 马 猜想 对 p 成 立 . 库 默 尔 在 证 明 
他 的 引 理 时 ,创造 性 地 使 用 了 p-adic 逼近 和 局 部 化 的 思想 . 系统 
的 p-adic 分 析 和 局 部 化 理论 是 20 世纪 初期 由 Hensel 开创 的 ,但 
是 事实 上 库 默 尔 比 Hensel 早 了 半 个 世纪 . 

事情 还 未 完结 . 由 于 库 默 尔 证 明了 Z[t,s] 不 是 UFD, 而 且 他 
猜想 当 p 之 23 时 ZL5,] 均 不 是 UFD( 这 个 猜想 在 1976 年 才 由 
Masley 和 Montgomery 用 解析 方法 证 明 ), 所 以 上 述 证 明 只 对 p 
<19 适用 . 为 了 进一步 证 明 费 马 猜 想 , 库 默 尔 于 1847 至 1851 年 
又 产生 出 新 的 思想 :他 发 明了 一 种 “理想 数 ”, 环 ZOE, I FRR 
分 解 可 能 不 惟一 ,但 是 “理想 数 ” 的 素 分 解 是 惟一 的 . 一 直到 19 tt 
纪 后 期 , 狄 德 金 (Dedekind) 找 到 了 “理想 数 ” 的 确切 数学 含义 , 它 不 
是 一 个 数 ,而 是 环 Z[&,j 的 一 个 特殊 子 集合 ,也 就 是 环 的 理想 . 库 
默 尔 用 “理想 数 ” 的 惟一 分 解 特 性 给 出 费 马 猜想 又 一 重大 突破 .我 
们 用 现代 语言 来 叙述 这 个 结果 . 环 Z[5,] 的 分 式 理想 群 对 主 分 式 
理想 群 的 商 群 叫 作 此 环 的 (理想 ) 类 群 . 这 是 有 限 阿 贝尔 群 . 此 类 群 
的 阶 hs 叫 作 环 ZL 的 (理想 ) 类 数 . ZEE, 1 UFD 4AM 24 h,= 
1. 所 以 前 面 库 默 尔 证 明了 :车 有 ==1, 则 费 马 猜想 对 p 成立. 剩 下 
的 问题 是 研究 ,之 2 的 情形 . 库 默 尔 的 下 一 个 重要 突破 是 说 : 

(3) WR th， 则 费 马 猜想 对 p 成 立 . 

例如 他 算出 h,,==3, 因 此 费 马 猜想 对 p= 二 23 也 成 立 . 库 默 尔 对 
于 pS163 算出 了 h, WEC p<19 时 有 ,二 1) 是 版 不 容易 的 . 他 
和 欧 拉 ,高 斯 一 样 在 数论 计算 方面 非常 在 行 , 并 且 他 那 时 已 经 知道 
狄 里 赫 利 得 到 的 计算 分 圆 域 0(5,) 理 想 类 数 h, 的 解析 公式 ( 详 见 
§ 2.4) ,但 是 公式 中 有 一 个 因子 R, CO regulator) 非 常 难于 计算 . 
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所 以 下 一 步 是 希望 得 到 不 需要 算出 h, 而 能 判别 p ESRR A, 的 
好 办 法 . 通过 对 类 数 公式 的 仔细 分 析 , 他 证 明了 : 
“4) Uh 表示 Q(5s) 的 最 大 实 子 域 QC5, 十 5,) 的 理想 类 数 ， 
sa。 22-6 


则 AZ |p. 

id h,=hph; , 则 这 个 结果 是 说 h, HEM. 库 默 尔 通 过 计算 发 
DAs 随 p 增长 得 很 快 ,而 Az 相对 来 说 较 小 ,并 且 A, 的 计算 比 
较 容易 . 根据 计算 hy 的 解析 公式 , 库 默 尔 猜 想 

pal 
h; ~2p| Bs | "(24 poff). 
这 个 猜想 至 今 还 未 能 解决 . 另 一 方面 ,Vandiver 猜想 对 每 个 奇 素 
Bp WHR ht. 这 个 猜想 至 今 也 未 能 解决 .但 是 库 默 尔 证 明了 : 

(5)  plh; M plh;. 

由 此 可 知 p lh, A plhp 是 等 价 的 . 这 就 把 问题 化 成 如 何 判 别 p 是 
RRR ASMA, th, 容易 计算 .最 后 , 库 默 尔 证 明了 如 下 相当 满 

(6) plh。 当 且 仅 当 p 至 少 除 尽 贝 努 利 数 B;,B,,B,,…,B,， 
当中 某 个 的 分 子 . 其 中 B， 由 下面 展开 式 的 系数 所 定义 (看 作 关于 
BY) FEL SK FE BBY) 


元 n=O n)? ' 


数 B, 是 Bernoulli 在 研究 级 数 11H23 +H k" 的 求 和 公式 时 
引入 的 . 由 定义 可 推出 计算 B, 的 递归 公式 : 

1 a+] 
n+1\\n—1]} 


n+] B+ 
由 此 公式 可 知 B 均 是 有 理 数 . 由 定义 不 难 证 明 当 n3 Hn X 
奇数 时 B= By = ——. n 为 偶数 时 ,由 递归 公式 不 难 算出 


Bo=1,; B, 一 一 


Bn- 


n+] 
| m 


Jee B| (a1 时 ). 


g 
0 


7 o] _ 1l 1 
B,=1, B, 6 + B, 30° B; 42° 
_— tt _ 2 _ 9l 
B= 30’ B= B, 2730’ 
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所 以 库 默 尔 结果 (4~6) 合 在 一 起 给 出 了 pih 的 一 个 初等 判别 法 : 
pihi plh; p RR B Bo B, ;当中 某 个 的 分 子 . 根据 
这 个 判别 法 ,可 以 算出 在 100 以 内 ,除了 37,59 和 67 之 外 ,其 他 奇 
素数 p 均 满 足 pth,, 由 结果 (3) 知 费 马 猜 想 对 这 些 p 都 是 对 的 . 最 
后 , 库 默 尔 又 采用 进一步 的 方法 证 明 费 马 猜 想 对 于 p= 二 37,59 和 
67 也 是 对 的 ,所 以 库 默 尔 证 明了 费 马 猜想 对 于 不 超过 100 的 所 有 
奇 素 数 p 均 成 立 . 这 无 疑 是 费 马 猜想 的 重大 突破 . 库 默 尔 把 满足 
py, AIA R BOY 4E E AB regular) NN. 那么 库 默 尔 结 果 (3) 相 当 于 
说 : 费 马 猜想 对 于 正规 素数 p 成 立 . 所 以 从 证 明 费 马 猜想 的 角度 
来 说 ,希望 正规 素数 愈 多 全 好 . 1915 年 ,Jensen 证 明了 不 正规 素数 
( 即 p1h,) 有 无 穷 多 个 . 尽管 Siegel 于 1964 年 猜想 正规 素数 与 不 
正规 素数 的 比 为 ve : (we 一 1), 但 是 至 今 人 们 仍 不 知道 正规 
素数 是 否 有 无 穷 多 个 . 

库 默 尔 数 论 工作 的 意义 不 仅 是 对 费 马 猜 想 取 得 重大 突破 ,他 
对 分 圆 域 所 作 的 深刻 研究 (特别 是 对 分 圆 单位 群 和 类 数 整 除 性 的 
工作 ) 和 和 高 斯 对 二 次 域 的 深刻 工作 ,是 代数 数论 产生 的 标志 . 到 目 
前 为 止 , 二 次 域 和 分 圆 域 仍旧 是 研究 得 最 多 的 两 类 代数 数 域 . 

库 软 尔 的 数学 研究 大 致 分 为 三 个 阶段 ,在 1842 年 之 前 他 研究 
盟 数 论 和 微分 方程 (级 数 展 开 和 超 几 何 级 数 的 各 种 性 质 ) ,从 1842 
至 1859 年 他 作 了 17 年 的 数论 研究 . 1859 年 之 后 研究 代数 几何 


( 库 默 尔 曲面 族 ). 他 的 数论 工作 除了 上 面 介绍 的 之 外 ,还 研究 过 三 


次 高 斯 和 (关于 幅 角 的 库 默 尔 猜 想 至 今 未 被 证 明 ) 和 明显 互 反 律 . 


参考 文献 


[1] E. E. Kummer, Collected papers, vol. 1. Springer-Verlag. 
1975. 
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§2.3 狄 德 金 的 (代数 整数 论 》(1877 年 ) 


继 库 默 尔 之 后 ,对 于 代数 数论 作 了 重大 贡献 的 是 又 一 个 德国 
A 5k 8 & (Dedekind ,1831—1916). 他 在 19 世纪 70 年 代 所 作 的 工 
作 是 把 高 斯 和 库 默 尔 对 于 二 次 域 和 分 圆 域 所 作 的 研究 加 以 一 般 化 
和 代数 化 . 高 斯 和 库 默 尔 是 从 研究 具体 数论 问题 (不 定 方程 整数 
解 ) 人 手 , 通 过 大 量 实例 和 计算 得 到 二 次 域 和 分 圆 域 的 深刻 理论 结 
采 并 用 来 解决 具体 数论 问题 . 而 狄 德 金 是 把 他 建立 的 理想 论 用 于 
数论 ,用 抽象 的 和 代数 化 的 方式 讲述 数论 ,重新 讲述 高 斯 和 库 默 尔 
的 理论 ,避免 大 量 的 具体 计算 . 狄 德 金 的 工作 同时 是 数论 和 代数 发 
展 的 一 个 转折 点 . 他 在 建立 代数 化 的 数论 时 ,建立 了 近世 代数 的 主 
要 框架 : 域 . 环 . 模 和 向 量 空间 . 这 些 代 数 结构 和 伽 罗 华 的 群 论 一 
起 ,形成 了 抽象 代数 的 核心 . 他 在 1877 年 所 写 的 《代数 整数 论 》 一 
书 莫 定 了 经 典 代 数 数论 的 基础 . 在 那个 时 代 ,代数 数论 同时 是 数论 
和 代数 的 核心 内 容 . 一 直到 1920 年 ,E. Noether 和 E. Artin 对 于 
环 论 和 模 论 作 了 比 数论 范围 更 大 的 推广 之 后 ,代数 学 才 从 数论 中 
独立 出 来 . 即使 如 此 ,E. Noether 多 次 说 她 的 工作 的 许多 背景 “已 
经 在 狄 德 金 之 中 ”了 . 一 直到 二 战 以 前 学 习 代数 学 的 年 轻 人 都 是 从 
学 习 代 数 数论 入 手 的 ,与 现代 的 情形 有 很 大 不 同 . 

近世 代数 的 许多 术语 都 是 由 狄 德 金 确定 的 . 模 (module) 来 源 
于 高 斯 研究 同 余 性 质 时 采用 的 “ 模 m”, 域 的 德 文 K6rper 是 “身体 ” 
的 意思 ,理想 来 源 于 库 默 尔 的 理想 数 ,至 于 “ 环 ”(ring) 据 考证 是 希 
尔 伯 特 于 1897 年 才 采 用 的 , 狄 德 金 则 使 用 “ 整 环 ”(Domain ). 

狄 德 金 在 为 犹 里 赫 利 《数论 讲义 》(1871 年 ) 一 书 所 写 的 附录 
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中 首次 讲述 理想 论 . 他 的 理论 和 他 在 1872 年 用 “ 狄 德 金 分 割 " 方 法 
定义 实数 一 样 ,不 被 当时 人 所 理解 . 就 像 EE. Artin 于 1962 FEIA 
尔 伯 特 对 现代 数学 的 意义 ?一 文中 所 说 的 : “ 狄 德 金 的 工作 易 懂 并 
且 适 合 于 我 们 今天 使 用 ,但 在 当时 是 太 摩 登 了 . ” 狄 德 金 的 工作 特 
别 遭 到 Kronecker 的 强烈 反对 ,他 反对 把 无 限 集合 (如 理想 ) 作 为 
数学 研究 对 象 , 反 对 任何 非 构造 性 的 抽象 研究 方式 ,他 甚至 不 相信 
无 理 数 .但 是 Lipschitz 于 1876 年 写 信 支 持 狄 德 金 把 他 的 理论 写 
成 著作 ,于 是 有 了 狄 德 金 于 1877 年 所 写 的 《代数 整数 论 ;一 书 . 狄 
里 赫 利 的 《数论 讲义 》 于 1879 和 1894 年 再 版 时 , 狄 德 金 又 写 了 附 
录 , 把 人 铭 罗 华 理论 结合 到 他 的 代数 数论 中 去 . 1882 年 ,Weber 把 理 
想 论 用 于 黎 曼 面 的 算术 理论 ,把 多 项 式 看 成 是 整数 ,把 全 纯 代 数 画 
数 看 成 是 代数 整数 ,证 明了 素 理想 分 解 定理 ,这 可 以 看 作 是 代数 几 
何 加 以 算术 化 的 前 驱 . 希 尔 伯 特 也 十 分 欣赏 狄 德 金 的 工作 ,他 也 臻 
力 于 用 代数 化 方式 讲述 数论 ,避免 复杂 的 计算 ,他 用 理想 论 简化 了 
库 默 尔 关 于 费 马 猜想 的 工作 . 

现在 我 们 介绍 狄 德 金 对 代数 数论 的 主要 贡献 . 与 此 同时 ， 我 们 
也 介绍 经 典 代 数 数论 的 基本 概念 和 结果 . 

(1) 首先 , 狄 德 金 确定 了 (经 典 ) 代 数 数论 的 基本 研究 对 象 和 
目标 . 初等 数论 主要 活动 场所 是 有 理 数 域 CO 和 它 的 整数 环 Z. 从 
17 世纪 开始 ,人 们 研究 方程 整数 (和 有 理 数 ) 解 时 开始 在 比 KY 
范围 考虑 问题 ， 但 是 扩大 的 数 都 是 代数 数 . 数 a 叫 作 是 代数 数 ,是 
指 它 是 菜 个 次 数 之 1 的 有 理 系数 多 项 式 的 根 . 所 有 代数 数 形成 @ 
的 一 个 扩 域 0”, 叫 作 Q 的 代数 闭 包 ( 它 是 复数 域 C 的 子 域 ,因为 
高 斯 证 明了 C 是 代数 封闭 的 ). 但 是 O KKT CBO 的 无 限 次 
扩张 . 在 研究 每 个 具体 不 定 方程 时 ,通常 只 需要 0 的 有 限 次 扩张 
RB. ONBTSTRK ZO 上 的 向 量 空间 ， 它 的 维 数 叫 作 扩 张 
K/Q 的 次 数 , 表 示 成 [K : Q]. 的 每 个 有 限 次 扩 域 天 叫 作 代数 数 
域 (简称 数 域 )， 这 是 代数 数论 的 基本 研究 对 象 . 二 次 域 和 分 圆 域 均 
是 代数 数 域 . 代数 数论 的 主要 目的 是 研究 代数 数 域 的 算术 和 代数 
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质 , 即 算术 和 代数 不 变量 . 
现在 可 以 介绍 数 域 的 一 批 简单 的 不 变量 . 数 域 K 的 次 数 n= 
[K : 0] 是 K 的 不 变量 ( 即 它 是 居 固有 的 性 质 ). 可 以 证 明天 是 0 
的 单 扩张 , 即 存在 a€ 尺 ,使 得 二 Q(a).a 在 Q 上 的 最 小 多 项 式 是 
指 以 a 为 根 的 次 数 最 小 的 首 1 有 理 系数 的 多 项 式 ( 首 1 是 指 最 高 
次 项 系数 为 1). 这 个 多 项 式 f(x) 的 次 数 为 n= 二 [K : O@], 并 且 是 由 
a 惟一 决定 的 O 上 不 可 约 多 项 式 f(x). 设 它 的 nn 个 根 为 a,a,，,…， 
a (其 中 a 为 它们 当中 的 一 个 ) ,这 些 根 披 此 不 同 ( 因 为 特征 0 域 O 
上 的 不 可 约 多 项 式 没 有 重 根 ). 由 于 1 ,ao ,…,o 一 :是 向 量 空间 K 
的 一 组 CQ- 基 ,我 们 可 以 作出 天 到 C 中 的 2” 个 不 同 的 嵌入 ( 即 域 的 
单 同 态 ): 


0i :天 一 C， a( Shae) = Sad (a, € Q), 


可 以 证 明天 到 CF 只 有 这 n te A o; A<i<n). 这 也 是 天 的 不 变 
量 ( 即 它 不 依赖 于 a 的 选取 方式 ). 设 al,as，… “ar 是 f(a) HY SEAR, 
其 余 nr, ARET Xt SEE SB a =F 44,1 i<r) nit 
2r,=n. M) ol KEROS) yO19 50, 叫 作 K KRA MA 
R rs Xt te A AY HE K BY ERAS tS nn IS GKr2). ri = 
r CK) Ar, =r, KEE K 的 不 变量 (这 表明 :如 果 又 有 BEK 使 
得 天 一 Q(B), 则 8 在 Q 上 的 最 小 多 项 式 也 是 有 个 实 根 和 x, 对 
FE Ht SZ HD. 

(2) 接 下 来 , 狄 德 金 把 通常 整数 概念 推广 到 任意 代数 数 域 中 . 
数 域 中 元 素 a 叫 作 代数 整数 ,是 指 存 在 首 1 整 系数 多 项 式 
fla), (EAB f(a) =0. 这 也 相当 于 a 在 O 上 的 最 小 多 项 式 属于 
Zl]. K 中 所 有 代数 整数 组 成 的 集合 记 为 Ok. 狄 德 金 的 第 一 个 结 
果 为 


定理 1 Ox 是 整 环 ( 叫 作 的 代数 整数 环 ). 


这 也 相当 于 证 明 : 若 a 和 A 为 代数 整数 , 则 ate A ap 也 如 
。 37. 


此 .由 定义 证 明 此 事 并 不 容易 . 1850 年 爱 森 斯 坦 采 用 对 称 函 数 方 
法 通过 复杂 的 计算 证 明了 此 事 , 而 狄 德 金 希 望 用 纯 代 数 方法 代替 
计算 ,于 是 他 发 明了 模 的 概念 ,证 明 a 是 代数 整数 当 且 仅 当 Zla] 
是 有 限 生 成 Z- 模 ,然后 用 简单 而 巧妙 的 推理 证 明了 定理 1. 


WR K=0, N] Ox = 二 2Z, 即 8 中 的 代数 整数 就 是 通常 的 整数 . 
所 以 犹 德 金 的 代数 整数 概念 确实 是 通常 整数 的 一 种 推广 . 由 定义 
可 以 决定 二 次 域 和 分 圆 域 的 代数 整数 环 . 对 每 个 整数 ma, A A 
R O(n) (Em =e'm ) 的 代数 整数 环 为 Z[ 纪 ]( 就 是 库 默 尔 的 研究 对 
象 ) ,对 于 二 次 域 玉 =QCC a ), 其 中 4 是 无 平方 因子 的 整数 , 则 


o ZL d], 如 果 d=2,3 (mod4), 
= zx], 如 果 d=1 (mod4). 


例如 Q() 的 代数 整数 环 为 Z[i]( 高 斯 整数 环 ) ,而 QC) 的 代数 整 
数 环 为 ZL5s]( 欧 拉 证 明 费 马 猜想 =3 情形 使 用 的 环 ). 
今后 我 们 经 常 涉及 的 是 代数 整数 . 所 以 我 们 把 代数 整数 简称 
为 整数 ,而 通常 (Z 中 ) 的 整数 叫 作 有 理 整数 . 
ROR K 的 (代数 ?整数 环 Ox 是 代数 数论 的 重要 研究 对 象 下 
面 结果 是 关于 Ox 的 加 法 群 结构 . 


定理 2 Ox 的 加 法 群 是 秩 *=[K:C] 的 自由 Z-k n 的 
A Bey AR RE). 换 句 话说, 存 在” 个 整数 By 9 A 使 得 O; 中 每 个 
整数 a 均 唯 一 地 表示 成 

2 一 aia 十 … 十 aua， la EZ). 

这 也 可 以 表示 成 COx 一 Za 由 Zou 中 … ‘DZa, (HA). 

tai st san PAY IE Ox CR 天 ) 的 一 组 整 基 , 整 基 并 不 是 天 的 不 变 
量 , 即 可 以 有 多 种 选取 整 基 的 方式 . 但 是 由 它 可 构 作 出 一 个 不 变 
量 . 设 oy ，…o BUR K BC An SRA. HE OG KBR ola) 
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Aixam) a WAHR. 而 
N (a) = Toca, T (a) = > oa 
均 属 于 @, 叫 作 a 的 范 和 迹 . Hia oa) 是 Ox 的 一 组 整 基 , 则 


det (6;(a;) Vajan = det (T laaj) Ni je 


= 


是 非 零 有 理 整 数 ,这 个 数 是 的 不 变量 ( 即 与 整 基 的 选取 方式 无 
KH). ER K HAIR KRE dK). 例如 对 二 次 域 天 = 
O/d) EA CHA+RA: SRA T MHBRA o HH 
Ii/d)=Vd ,oWd)=—Vd. FEM K 中 每 个 元 素 e=at+ 
b/d (a,b€Q),1 (a) =a,0(a)=a—bVd, 4 d=1(mod 4) 时 ， 


(1, 2! | 是 ox 的 一 组 整 基 , 因 此 


2 


NK) = 1 (1+v d )/2 _ 
] (1 一 vd )/2 
而 d=2,3¢(mod 4) 时 ,{(1,. Vd }) 是 Ox 的 一 组 整 基 ,因此 
ZK) 二 | va = 4d. 
-一 d 


(3) 再 接 下 来 狄 德 金 开始 讲述 他 的 理想 论 . 整数 环 Ox 中 的 
子 集合 A 叫 作 是 Ox 的 理想 ,是 指 
(a) Fa PEA Wj ct BEACH 4 为 加 法 子 群 ). 
(b) # aCA PEOk Mj aBEC A( 这 也 可 表 成 Ox A=A). 
狄 德 金 定义 了 理想 的 运算 
A+B=({a+bla€ AOE B}, 


AB = | S'ab, la, E€ Ab; E Bun S 1). 
i=] 


然后 定义 理想 的 整除 性 :Ok 中 理想 4 整除 理想 B( 表 示 成 41B)， 

是 指 存在 Ox 中 理想 C, 使 得 B=AC. BAG A1B, 则 作为 集合 必 

然 ADB. 狄 德 金 在 书 中 详细 叙述 了 他 经 过 长 期 艰苦 的 努力 ,如 何 
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Fi AR BSE HE BA h Be eh Rt aa. BS A A B 是 Ox 的 两 个 理想 ,A 
DB. W| AlB. 然后 他 证 明了 一 个 重要 结果 . 


定理 3 设 A 是 Ox 的 理想 ,A 六 (0o) 或 Ox, 则 4 可 惟一 的 表 

示 成 有 限 个 素 理想 的 乘积 : 

4 一 忆 P…P,， 
其 中 P11 Sk) BY Or 的 素 理想 (COx 中 理想 已 叫 作 素 理想 ,是 
指 丰 a,BE Oxk,aBEP, 则 aEP 或 BEP). 惟 一 性 是 指 若 又 有 A= 
QiQ,…Q@, ,其 中 Qj;(1 夺 J 二 7) 均 为 Ok 的 素 理 想 , 则 & 一 ~, 并 且 适 当 
调换 诸 Q, 的 次 序 ,可 使 P,=Q, <<). 

这 表明 ,Ok 可 能 不 是 元 素 的 惟一 因子 分 解 整 环 (UFD), 但 Ok 
一 定 上 共有 理想 的 素 理想 惟一 因子 分 解 特性 ,这 是 库 默 尔 所 谓 “ 理 想 
数 " 惟 -因子 分 解 的 确切 表述 . 后 人 把 具有 这 种 性 质 质 的 任何 整 环 均 
叫 作 狼 德 金 整 环 . 

在 这 里 自然 要 问 :Ox 中 是 否 有 素 理 想 分 解 的 好 方法 ?在 有 理 
整数 环 Z 中 ,每 个 理想 都 是 主 理想 (x)==nZ, 并 且 (nm) 是 非 零 素 理 
想 当 且 仪 当 是 (有 理 ) 素 数 . 现在 对 素数 p,Z 中 素 理想 pZ 到 Ok 
的 扩充 pOx 为 Ok 的 理想 ,但 不 一 定 是 素 理想 . 根据 定理 3, 它 应 
当 为 Ox 中 素 理 想 的 乘积 .我 们 把 相同 素 理想 合并 在 一 起 , 则 

pOr= PuPy Psy, 
其 中 e; 之 1,Pi,… ,Ps 是 Ox 的 不 同 素 理想 . 我 们 称 g 为 p( 在 氏 
中 ) 的 分 解 次 数 ,e; 叫 pp 对 了 P， 的 分 歧 指 数 , 表 示 成 ec =e (P;/p). 如 
F e22, BK P, EDAT. 另 一 方面 ， 如 果 es re, 当中 至 少 


errr 从 而 商 环 Ox /P; 是 域 .还 可 证 它 是 特征 p 
的 有 限 域 ， BIE  Z/pZ= Fp 元 域 ) 的 扩 域 . 记 [Ok/P, : Z/pZ] 
= f, N] Ok/P; 是 pf 元 有 限 域 . 我 们 把 f; PE p Xt P, 的 剩余 类 域 
次 数 ,表示 成 fi 一 A(Pi/p). 上 述 这 些 参数 有 如 下 的 关系 : 
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定理 4 RK Bn RRR n=LK:O0)) FERK p 
TE Ox 中 的 上 述 素 理想 分 解 , 则 


Se(P,/ DEP: S/b) =n. 


下 面 结果 给 出 eOx 素 理想 分 解 的 一 个 相当 有 效 的 方法 . 


定理 5 We EMM K 中 的 非 零 整 数 , 则 ZLaj 是 Ok 的 加 法 

子 群 , 并 且 商 群 Okx/Z[Laj] 是 有 限 的 .以 F(x)EZ[Lzxj 表 示 a 在 Q 上 
HCE 1) 最 小 多 项 式 . 对 每 个 素数 p ,如果 p 全 |Oxk/Z[aji( 这 里 
IS | 表示 有 限 集合 S 的 元 素 个 数 ),F (xz) 在 有 限 域 ,上 有 如 下 的 
分解: | 

F(x )=F (rx) F(x) (mod p), 
其 中 FAOS) E 已 [zj 中 的 不 同 首 1 不 可 约 多 项 式 ,e, 之 1 
(1<i<g), Ill | 

pOg = PUPP PE, 
HPP =(p.Fi(a)) (AHIR p 和 Fi(a) 生 成 的 Ox PCR) 
想 . 而 £CP:/p) =degF (x) (多项式 F(x) 的 次 数 ) ,e(P;/p)=e;. 


这 个 定理 把 素数 p 在 Ox 中 的 素 理想 分 解 和 多 项 式 F(x) 在 
ARER F, 上 的 分 解 联系 起 来 . 这 不 仅 给 出 素 理 想 分 解 的 一 种 方 
法 ,而 且 对 后 人 深入 思考 互 反 律 有 重要 意义 ( 见 本 书后 面 所 述 ). 

根据 这 个 定理 ,容易 得 到 素数 在 二 次 域 中 的 分 解 规律 . 

例 1 KRK=QWV/d), pd 是 无 平方 因子 的 有 理 整 数 . 为 
有 理 素 数 .d(K) 是 KK 的 判别 式 ( 即 当 d 寺 1 (mod 4) 时 d(K)=d, 
而 d=2,3(mod 4) 时 d(K)=4d). 

(a) Æp 为 奇 素数 , 则 

Plad(K)( 即 pl1d) 时 ,pOxr=P?( 分 歧 ); 
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pt 4CK) 时 ,如 果 | S| 一 1, 则 
= pOg =P, P,P, X P) (分 解 ); 
如果 | S| =—1 m bOk=P HEHE). 


(b) 4 2 三 2, 则 
21d( 开 ) 时 ,2Ok 一 已 2 (分 歧 ); 
2 cdCK) 时 ,必然 dl1Cmod 4), Mi 
d=1(mod 8) 时 ,2Ok 二 P,P，( 分 解 ); 
d=5 (mod 8) 时 ,2Ox 二 PP (情人 性 ). 
证 明 ”以 d= 1 (mod 4) 的 情形 为 例 . 这 时 d(K)=d, Ox= 


ZEST | ty a= Vd BS Ox ZT RA TOR. 从 而 对 
每 个 奇 素数 p 可 用 定理 5. a= d MBSA Fx) = 2? ad. 
WR pld M FCr)=z* (mod p), FE p TE K PSE: pOk= P,P 
=T). 若 | 与 | 1, 则 存在 aEZ 使 得 d’=a X O(mod p), F 
是 (x) 夺 x? 一 aq!? 三 (x 一 a) (ata) (mod p), FE p 在 Ox PS: 
pOx =PiPss Pi=(p Vd +a), P= (p, d —a). 如 果 | | = 
一 1, 则 FCz) 模 户 不 可 约 , 于 是 pOx =P CED pOx 为 素 理想 ). 


F= RIRE avd wa a= ey 
小 多 项 式 为 F= |z—ltye |z- 144 = rtd 


| 注意 d=1 (mod DAME EZ]. # d=1 nod 8), 0 Fr) = 


XT 一 + 二 X(Xx 一 1)(mod 2). FÆ 2 在 Ox PAR 20, =P, P,P) = 
2 ltvd | 1 一 d 
+ 2 2 


P.=|2, .车 d=5(mod 8), M) F(a) = 2’ 


x+tilmod 2) 不 可 约 , 于 是 20On=P. 对 d==2,3Cmod 4) 的 情形 可 
。42，。 


类 似 去 做 ， 
特别 对 高 斯 数 域 K=OCG),Ox=Z(i],d=—1,d(k) =—4. 对 


奇 素数 pl | =1 即 p=1 mod 4) Bf, pOx= P,P, (AME) 2 


>| 二 一 1 BY p==3Cmod 4) BY. pOk=P. 最 后 2Ox 二 Pi,P=(1 


+i). 这 就 是 高 斯 整数 环 ZL;] 上 元 素 分 解 规律 的 理想 论 形式 . 
利用 定理 5 也 可 得 到 分 圆 域 K=0(6,) 中 素 理 想 分 解 规律 .5 
在 QQ 上 的 最 小 多 项 式 是 plm) 次 的 “分 圆 ”多 项 式 ， 
nalr) = [| @—&) € Z[r], 
BD En ERAHNEN aA Kam, (asm) =1) (SB m 次 本 原 
单位 根 ). 于 是 [天 : Q]J=g0n) (ORAL HR). 
例 2 EKSO) p ARM. m=p' on, KP 1S iin. p) 
一 1. 则 
POn= (Pye Pe, | 
即 所 有 PASSEI p 的 分 歧 指 数 均 为 p(p') ,剩余 类 域 次 数 均 
A pÈ n KR SO S ARE p’=1 (mod nn) 的 最 小 正 整数 ), 而 gg 
~ in) 
eo | 
从 例 1 可 知 , 对 于 二 次 域 天 ,素数 p 分 歧 当 目 仅 当 pld(K). 
狄 德 金 证 明了 这 对 任意 代数 数 域 都 是 对 的 , 即 


定理 6 RM p ERIM K POR, YAY pld(K). 


(4) HEDER K Ox 中 非 零 理想 对 于 乘法 形成 含 么 交换 半 
群 ( 么 元 素 为 Ok). 而 定理 3 是 说 :这 是 由 (可 数 无 限 多 个 ) 素 理想 
为 基 的 自由 交换 半 群 . 熟知 它 可 扩大 成 一 个 交换 群 , 即 扩大 的 元 素 
是 Ox 中 非 零 理想 之 商 4/B( 的 等 价 类 ). MEH Ok, 这 样 的 元 素 
有 更 具体 的 形式 , 叫 作 天 (或 Ox) 的 分 式 理想 , 它 是 K 的 一 个 子 集 
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a M ,并 且 存 在 Ox 中 非 零 整数 a, 使 得 OM 为 Ox 的 理想 . AIK) 
表示 K 的 分 式 理想 群 ,对 每 个 o。 六 acK, aO 为 分 式 理想 , 叫 主 
分 式 理想 . 全 体 主 分 式 理想 形成 I(K) 的 一 个 子 群 ,表示 成 PC(K). 
两 个 分 式 理想 A 和 B 叫 作 等 价 的 ,是 指 4/B 为 主 分 式 理想 . 于 
是 ， 分 式 理想 等 价 类 数 就 是 商 群 CCK) =1(K)/P(K) HOB. Ox 中 
的 理想 今后 称 作 整 理想 . 这 些 概念 的 引入 背景 是 :如 何 衡量 和 判别 
On 是 CED( 即 有 元 素 的 惟一 素 因 子 分 解 特 性 )? 我 们 有 


定理 7 对 任意 代数 数 域 玉 , 下 列 三 个 条 件 彼此 等 价 : 

(1) 7( 天 ) 一 已 (K), 即 每 个 分 式 理想 都 是 主 分 式 理想 ; 

(2) Ox 为 主 理想 整 环 , 即 每 个 整理 想 都 是 主 理想 ; 

(3) Ox 为 UFD( 即 Ox 中 有 元 素 的 惟一 素 因 子 分 解 特性 ). 


继而 狄 德 金 证 明了 又 一 个 重要 结果 . 


定理 8 (类 数 有 限 性 ) 对 每 个 代数 数 域 K, 商 群 CCK) = 
1(K)/P(K) 是 有 限 ( 阿 贝尔 ) 群 . 


CCK) GK 的 理想 类 群 ,C( 天 ) 中 元 素 叫 作 一 个 理想 类 ,每 个 
理想 类 中 两 个 分 式 理想 相差 主 理想 AS. CCK) AB ACK) = 
ICCK) | YE K 的 理想 类 数 . 定理 7 表明 ,Ox 为 UFD 4 BY 
A\K) 一 1. 所 以 群 C(K) 的 大 小 在 一 定 意义 下 衡量 Ox 与 (元 素 的 ) 
唯一 素 因 子 分 解 特性 相距 多 远 . 这 就 是 库 默 尔 研究 分 圆 域 E) 
的 类 数 h, 的 确切 定义 . 同时 , 狄 德 金 把 拉 格 郎 日 和 高 斯 关于 二 元 
二 次 型 的 工作 用 理想 论 加 以 改造 . 粗糙 地 说 ,判别 式 为 A 的 二 元 
二 次 型 相当 于 判别 式 为 4 的 二 次 域 玉 =QCGA ) 的 整理 想 ,两 个 二 
元 二 次 型 在 高 斯 意义 下 的 等 价 相当 于 K 中 对 应 整理 想 的 等 价 ,而 
高 斯 定义 的 二 元 二 次 型 之 间 复 杂 的 合成 运算 恰好 对 应 为 整理 想 的 
乘积 运算 (于 是 合成 运算 的 结合 律 与 交换 律 在 理想 论 中 就 变 成 显 

sd 


然 的 事情 ). 最 后 ,判别 式 为 4A 的 二 元 二 次 型 的 等 价 类 型 A(A) 就 是 
二 次 域 K 的 理想 类 数 h(K). 从 此 以 后 ,研究 二 元 二 次 型 表示 整数 
的 问题 就 可 以 采用 二 次 域 中 理想 论 的 语言 . 

(5) 关于 Ox 的 单位 群 Uk 的 结构 , 犹 里 赫 利 证 明了 如 下 的 漂 


亮 结果 : 


定理 9 Ur, Mr, TIRER K 到 C 的 实 诅 人 个 数 和 复 
媒人 对 的 个 数 , 则 
Ux 二 WxkXVx( 直 积 )， 
其 中 Wk 是 KK 中 单位 根 全 体 ( 这 是 有 限 循 环 群 ), 而 Vx HRA r= 
ritr.—] 的 自由 交换 群 . 换 句 话说 ,Ox 中 存在 一 组 单位 sysz，…， 
cs, 使 得 Ox 中 每 个 单位 py 均 可 惟一 表示 成 
PE WE “18528 Er, 


HP o XH K 中 的 单位 根 , 而 a€ZASi<r). 


{eiste sE, ) IH YE 天 (或 Ox) 的 一 组 基本 单位 系 . 基本 单位 系 不 
是 惟一 的 ,但 是 由 它 可 决定 出 域 天 的 又 一 个 不 变量 RCK), 叫 作 
K 的 regulator (Œ X MA). 

例 对 于 虚 二 次 域 K=QWd )(dg<<0) 57, =0.7,=1,r=r,+ 
r:—1=0. 于 是 Uc=We, BU Ox 的 单位 是 天 中 单位 根 构成 的 有 限 


=z 1 《一 RRRA EL EE EE). 而 对 其 余 虚 二 次 域 ， 
Uk 二 { 土 1}. 

对 于 实 二 次 域 K 二 QC(V d )(d>>0,v d Q), ri =2,r=0,r= 
r,;tr.—-1=1. 于 是 K 的 基本 单位 系 只 含 一 个 单位 €, M W pk = 
1{ 士 1 史实 单位 根 只 有 士 1). BRZ RRRA telaz), e 
K 的 基本 单位 
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WF BB KOC) sm 237 = 057 =O rrp] 


ase X m 很 大 时 ,r 是 很 大 的 正 整数 ,从 而 K, 的 单位 群 是 


很 大 的 群 ,决定 它 的 一 组 基本 单位 系 至 今 仍 是 困难 的 问题 ( 库 默 尔 
当年 就 遇 到 过 这 个 难题 ). 


以 上 就 是 经 典 代 数 数论 的 最 基本 概念 和 内 容 . 核心 问题 是 决 
定数 域 理 想 类 群 C(K) 的 结构 ,计算 理想 类 数 h(K) 和 决定 KK 的 基 
本 单位 系 . 狄 德 金 对 于 计算 类 数 h(K) 作 了 第 一 步 贡 献 ,他 定义 了 
it K 的 zeta BR. XP RoE GARY 了 类 数 解析 公式 ,于 是 
在 代数 数论 中 引进 了 解析 方法 . 


小 
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$2.4 解析 方法 


解析 数论 在 19 世纪 中 期 诞生 ,是 数论 史 的 又 一 重大 事件 . 数 
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论 中 采用 解析 方法 可 以 上 潮 到 欧 拉 . 在 18 世纪 中 期 , 欧 拉 在 研究 
费 马 数论 工作 的 同时 ,还 热衷 于 研究 各 种 级 数 (甚至 发 散 级 数 ) 的 
求 和 (他 对 发 散 级 数 的 研究 是 想 实现 他 的 一 种 思想 :每 个 发 散 级 数 
AS ACR AT BIE SIRE. SR A 


G(s) = 1 +3 (+> pe ph oe Ve = ye 5 
这 里 * HEE. ain >i 对 此 级 数 收 全 否则 级 数 是 发 散 的 


1736 年 , 欧 拉 算 出 c=", 并 且 猜 想 对 每 个 正 整数 2,(22) 一 


“RR, 其 中 R 应 当 是 有 理 数 ,但 是 他 不 能 把 RR 算出 来 . 1749 年 
(1768 年 发 表 ) 他 推出 了 : 当 AE BRA 
at oa e . 
1 一 2 十 3 一 一 
Lt 2。3，…，(O 一 1D)(2 一 1 na 
ea Taye 2 
并 且说 这 个 公式 对 为 任何 实数 均 对 (注意 上 式 左 边 的 分 子 为 发 
散 级 数 ). 这 个 等 式 左边 为 (1 一 n) (1 一 2 )/tn) (1— 2 ") ,这 实 
际 上 相当 于 一 生年 后 黎 曼 证明 的 :(s) 函 数 方程 ! 1737 年 , 欧 拉 把 
级 数 8(s) 写 成 无 穷 乘 积 的 形式 ; 


f(s) = Din = [TQ+p 二 +p 二 十 p per) 
a=] pp 
= ||[a- r9” (>1), 


其 中 无 穷 乘 积 过 所 有 素数 p. 不 难看 出 ,这 个 等 式 相当 于 正 整 数 > 
的 惟一 因子 分 解 性 质 ,这 就 把 解析 等 式 和 算术 性 质 联系 起 来 . 欧 拉 
用 这 个 等 式 来 证 明 素 数 有 无 穷 多 个 :如果 素数 只 有 有 限 多 个 ,在 上 
APR * 一 1, 则 右边 为 有 限 乘积 ,其 值 有 限 ,而 左边 级 数 发 散 , 这 
就 导出 矛盾 . 这 虽然 是 一 个 平凡 的 例子 ,但 是 欧 拉 这 种 用 解析 方法 
推出 数论 结果 的 思想 却 意义 重大 . 到 了 19 世纪 , 狄 里 赫 利 按照 欧 
拉 的 思想 证 明了 一 个 不 平凡 的 数论 结果 . 设 . 
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图 8 Gustav Peter Lejeune Dirichlet 3k Œ k #i 


¥:(Z/mZ)°—>C* 
是 乘法 群 (Z/zZ)* 到 非 零 复数 乘法 群 的 群 同 态 , 它 也 可 看 成 是 定 
义 在 整数 集合 Z 上 周期 为 m ARC, m) >l, WE xla) 


后 人 把 它 叫 作 狄 里 赫 利 -函数 . 由 于 x 是 群 同 态 ,可 知 工 (s,X) 也 
OHO) EST He BUT 
LCs,X) = [[ a — xa. 
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bk E bk i FF ANG FE T A PP A BE wR YT FETE ,并 由 此 推出 :对 于 
fE SP ORR IE Bk A FER RRR I RIA Oko dt 
nk，,…)( 首 项 为 /而 公差 为 ) 中 一 定 存在 无 限 多 个 素数 . 对 于 一 些 
特殊 的 /和 上 ,可 以 有 初等 的 证 明 方法 .事实 上 , 费 马 曾经 猜想 有 无 
穷 多 个 素数 p 三 1(mod 4)( 这 相当 于 /二 1,k 二 4) ,而 网 拉 给 出 它 的 
初等 证 明 . 但 是 至 今 还 没有 初等 方法 证 明 上 述 狄 里 赫 利 算术 级 数 
定理 的 一 般 性 结果 . 解析 方法 在 数论 中 开始 显示 威力 . 

解析 数论 的 重大 一 步 是 由 德国 人 黎 曼 (Riemann,1826 一 
1866) 做 出 的 . 他 只 发 表 了 一 篇 和 数论 有 关 的 文章 ,但 是 却 开创 了 
解析 数论 ( 韦 依 A，Weil) 于 1974 年 4 数论 的 过 去 和 未 来 ) 一 文中 
曾 问 人 们 提 了 一 个 问题 : 黎 曼 是 狄 里 赫 利 和 爱 森 斯 坦 的 学 生 ,并 且 
与 高 斯 和 狄 德 金 关 系 密 切 ,为 什么 他 没有 做 数论 ?). RS R E 
利 一 样 ,把 CCA Ls OFRER T KH. 4 s=otitlotER), 
NW BRR OO (后 人称 之 为 歼 曼 zeta RHO o>1 NMRA REN 
主要 结果 是 (1859 年 ). 

(1) 6(s) 可 以 解析 延 拓 成 整个 复 平面 上 的 亚 纯 函 数 ,并 且 满 
E TERADE: S EGS Ts/2)5(s), 则 5G)=L01 一 s). 其 
I (s) yf 55 BB RL. 

黎 曼 给 出 这 一 结果 的 两 个 证 明 ,我 们 只 介绍 其 中 一 个 的 证 明 
思想 . 伽 玛 晒 数 是 欧 拉 定 义 的 : 

Pris) = | zedz (s=o--+it,Re(s) =o), 


积分 在 Re(s)>0 时 收敛 . 用 分 部 积分 得 到 荆 (s 十 1)==sT(s). 由 此 
可 把 ss) 解 析 延 拓 到 整个 复 平面 上 ,并 且 有 CO 十 1) 一 1 (为 正 整 
数 ). 荆 (s) 在 整个 复 平面 上 只 有 奇 点 s==0, 一 1, 一 2,…, 并 且 均 为 
单 极点 , 留 数 为 res f(s)=(—1)"/n!. (s) 在 复 平面 中 没有 零点 . 


将 厂 (s/2) 与 $s) 合 在 一 起 便 有 
EO = TCs /2)(s) = | nied teat 
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— O ( 作 代 换 tt wnt) 
1 


-+ 


一 | xiao(Cr)dz + | x72 lw(x dr, x ) 


ax) = p e m = ] + Jor). 


这 是 雅 柯 比 使 用 过 的 theta 函数 ( 雅 柯 比 用 它 来 证 明 :每 个 正 整 数 
都 可 表 成 四 个 整数 的 平方 和 ). 利用 付 立 业 分 析 中 的 Poisson 求 和 


公式 ,可 得 到 0(x) 的 函数 方程 ae wr) = 
Z- 


一 工 - 1 + zwCzydz 
1 


S 1 一 3 
十 | 二 rE -lw(r)dr. 


注意 右边 关于 s 呈 1 一 s 是 对 称 的 ， FEO =E s). 由 于 上 式 
右边 对 于 任何 复数 s 均 有 意义 ,从 而 5s) 解 析 延 拓 到 整个 复 平面 
E. 

H EOR RAAE TOO BS A BT REE EE: 

(2) 5(s) 在 复 平 面 上 只 有 一 个 奇 点 s 王 1, 而 且 是 单 极点 , 留 数 
为 LAA CSE 3 二 一 2, 一 4, 一 6,… 等 处 为 单 零 点 . th y 
Es) 的 平 几 和 零点 . 其 余 零 点 均 在 区 域 0 二 Re(s) 二 1 之 内 ,并 且 这 些 


非 平凡 零点 关于 垂直 线 Re(s) 一 是 对 称 的 . 


接 下 来 , 黎 曼 提出 了 一 个 重大 的 猜想 : 
. 50e 


(3) 5(s) 的 所 有 非 平凡 零点 都 在 直线 ReCs) 二 二 之 上 . 

关于 5(Gs) 的 这 些 解 析 性 质 都 有 深刻 的 数论 背景 ， 利用 这 些 解 
析 性 质 可 以 研究 素数 分 布 和 各 种 数论 问题 (包括 大 家 熟知 的 哥 德 
巴赫 问题 ). 人 们 已 经 从 黎 曼 猜想 推出 许多 好 的 数论 结果 ,但 是 黎 
BIRR ES KARR. 

采用 类 似 的 方法 ,也 可 把 狄 里 赫 利 L-R Ls. 1) EG 
整个 复 平面 上 的 解析 肾 数 ,并 且 有 荫 数 方程 把 L(s,X) 和 工 (1 一 s， 
2) 联 系 起 来 ,其 中 X E MH. Va) =X) (BHM). 也 
数 方程 中 除了 出 现 伽 玛 函数 之 外 ,还 出 现 关于 ;的 高 斯 和 . 此 外 ， 


人 们 也 猜想 ;Z(s,X2) 的 非 平凡 零点 都 在 直线 Re(s) 二 地 之 上 ,这 叫 
广义 黎 曼 猜想 , 它 也 没有 解决 | 


解析 方法 用 于 代数 数论 是 由 狄 德 金 开始 的 . 对 每 个 数 域 K, 
狄 德 金 引 人 


Ex(s)) = DINGA) = Sian (Re(s) > 1), 
A n=] 


其 中 A 过 Ok 的 所 有 非 零 整理 想 ,而 N (4) 二 os ( 叫 作 理 想 A 


的 范 ), 而 a 是 Ox 中 范 为 n 的 整理 想 的 个 数 . 这 个 级 数 在 Re(s) 
> 1 RP FE SAY» HY PF BR K 的 狄 德 金 zeta 函数 . 由 于 N(4) 是 积 
性 函数 , 即 N(AB)=N(A)N(B), 并 且 每 个 非 零 整 理想 都 可 唯一 
表 成 素 理想 之 乘积 ,所 以 tx(s) 也 有 了 欧 拉 乘 积 展开 

f(s) = [| Q— NCP)! (Re(s) > 1), 


Zt P xt Ox 的 所 有 ( 非 零 ) 素 理想 . 
关于 tx(s) 的 解析 延 拓 和 函数 方程 则 是 20 世纪 的 事情 了 . 20 
世纪 20 年 代 德国 人 Hecke 做 了 这 件 事 ,他 采用 了 高 维 thera 函 
数 ,得 到 tx (s) = Hele (1 一 s), 其 中 Hx 是 相当 复杂 的 表达 式 . 
theta 函数 是 一 类 重要 的 模 形式 ,Hecke 的 证 明 标志 模 形式 理论 对 
. 5] . 


数论 的 作用 ,关于 模 形式 我 们 将 在 第 三 章 介绍 .由 Ek (SY PR 
程 可 以 得 到 : 

(1) bx(s) 只 有 一 个 奇 点 s= 二 1, 并 且 是 单 极点 ; 

(2) Ek) E s=0 处 为 r==7j 十 rs 一 1 阶 老 点 ,在 一 一 2, 一 4， 
一 6,… 等 处 为 r 十 1 阶 零 点 ,在 s 二 一 1, 一 3, 一 5,… 处 为 r; BS 
BA. 这 些 均 叫 bx (s) 的 平凡 零点 . 其 他 ( 非 平凡 ) 零 点 都 在 区 域 0< 


Re(s)<1 之 中 ,并 且 关于 直线 Re(s) 一 二 是 对 称 的 . 
(3) 人 们 猜想 :对 每 个 数 域 久 ,bx(s) 的 非 平凡 零点 均 在 直线 


Re(s) = ZE. 这 个 猜想 至 今 对 任何 数 域 都 未 解决 . 
问题 .bx(s) 在 单 极 点 ;==1 处 的 留 数 是 什么 ? HERAT 


定理 1 Cx (s)HEs=1 处 的 留 数 为 


2.027) "2 RCK ACK) 
wx |d(K) |!” ’ 


其 中 ri 和 六 为 K AS AT BA SS te AST HI Be wx 为 K 中 单 
位 根 的 个 数 ,而 4C(K),RCK) 和 hh(K) 分 别 是 KK 的 判别 式 ,regula- 
tor 和 理想 类 数 . 


这 个 结果 是 令 人 振奋 的 . 首先 , 它 把 tx(s) 的 解析 特性 (在 s= 
1 处 的 留 数 ) 和 数 域 K 的 众多 不 变量 联系 起 来 . 其 次 ,定理 的 证 明 
要 用 到 经 典 代 数 数论 关于 整数 环 、 单 位 群 和 类 群 的 重要 结果 . 其 中 
ri,72，Wwk MdK AR ERDIM. R(K) 比 较 困 难 , 因 为 它 需 
要 知道 K 的 基本 单位 系 . 如 果 我 们 能 用 其 他 办 法 算出 tk) 在 s= 
1 处 的 留 数 ,而 且 R(K) 也 知道 ,由 上 述 定理 我 们 便 给 出 计算 类 数 
ACK) BYARD ZS xX. 对 于 分 圆 域 , 狄 里 赫 利 解决 了 第 一 个 困难 . 


定理 2 ”对 于 分 圆 域 K=O), 
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Ekls) = [| LG.x"), 
x 


其 中 XX 过 模 m FORT Ak BAI ,而 六 是 与 相 结 合 的 本 原 特 
征 ( 关 于 本 原 特征 的 定义 从 上 略 ). 当 X% 为 主 特征 X 时 ( 主 特征 指 对 
每 个 与 m REWER AWA Xo(a)= 二 1),L(s,Xo' MERE zeta 
K% ec). m OE s=1 的 留 数 为 1, 于 是 bx(s) 在 s 二 1 的 留 数 为 


TZ ,x*). 


XX, 


换 句 话说 ,Ex(s) 的 留 数 可 以 用 一 批 犹 里 赫 利 L-R E s= 处 的 
值 表 达 出 来 .进而 , 狄 里 赫 利 又 给 出 二 (1,X) 一 个 容易 计算 的 表达 
式 ， 于 是 乘积 尺 (K)A (天 ) 便 可 计算 出 来 (具体 公式 从 略 ). 所 以 分 
圆 域 类 数 的 计算 ,需要 克服 计算 尺 ( 天 ) 的 困难 ， 

库 默 尔 在 研究 费 马 猜想 时 ,利用 了 犹 里 赫 利 给 出 的 RC(K) 
h(K) 计 算 公 式 . 对 于 m= 二 p 为 素数 ,以 R, 和 有 hh, 表示 分 圆 域 QC,) 
的 regulator 和 类 数 , 以 R] Mh 表示 极 大 实 子 域 0(2, 十 5,) 的 
regulator 和 类 数 , 由 狄 里 赫 利 结果 可 以 计算 R,h, 和 REAL. Min 
AUR RE hy pE 库 默 尔 发 现 ,尽管 计算 R MRI 非常 困 
WE (ASE R/R} 是 非常 简单 的 整数 T. 于 是 相对 类 数 h; 可 以 计 
算 , 并 且 证 明了 h; 是 整数 . 进而 ,由 


rO) = [ee Dad = [oe > er“dt 
9 n=] 0 n=] 


| ,+ 


易 知 | 是 整个 复 平面 上 全 纯 函数 ,而 


* 536 


—— B, 
2 ni(n+s—1)° 


n20 


由 于 Bernoulli 数 Bz, 00121), A (sO (s) FE s=— (2n—1) 


By, 
(n 之 1) 处 有 单 极 点 , 且 留 数 为 Cony 另 一 方面 ,六 3) 在 一 一 (27 
li _ Bun 
一 了 处 留 数 为 一 0 二 jy 于 是 C(—2n+1)= On (n= 1). 再 由 
C(s) BY eR aR Ty Fe BY 49 Bl 
o (SIVE Cn)" Ba 
En) =— Sr (n1). 


这 就 证 明了 欧 拉 的 猜想 :4222 是 有 理 数 .5(s) 在 特殊 整数 点 的 值 


与 Bernoulli 数 发 生 联 系 , 也 是 库 默 尔 证 明 p|h, 可 用 Bernoulli 数 
来 判别 的 一 个 出 发 点 . 

对 于 分 圆 域 的 每 个 子 域 玉 , 采 用 伽 罗 华 理 论 和 素数 在 Ok 中 
的 分 解 规律 ,可 以 相仿 地 证 明 tx(s) 是 一 些 狄 里 赫 利 -函数 的 乘 
积 , 由 此 也 可 得 到 计算 RC(K)h(K) 的 解析 公式 . 二 次 域 是 分 圆 域 
的 子 域 ,而 且 二 次 域 的 RCK) 容 易 计算 : 当 玉 为 虚 二 次 域 时 R(K) 
=1, 4 K 为 实 二 次 域 时 R(K)=loge, HP e( 汗 1) 为 KK 的 基本 单 
位 .于 是 便 得 到 二 次 域 类 数 的 解析 公式 (具体 公式 从 上 略 ). 

以 上 着 重 介 绍 了 解析 方法 在 计算 类 数 中 的 应 用 . 关于 解析 方 
法 在 代数 数论 中 的 其 他 应 用 我 们 今后 将 陆续 介绍 . 


[1 ] R. Dedekind, Mathematische Werke, Vol 1, I » Chelsea, 
1968. : . 
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[ 2 ] L. Dirichlet,R. Dedekind, Vorlesungen uber Zahlentheorie, 
Chelsea ,1968( 原 书 初版 于 1893). 


图 9 RA 


$2.5 和 希 尔 伯 特 的 4 数论 报告 》(1897 年 ) 


现在 我 们 来 到 19 世纪 末期 . 1893 年 ,德国 数学 会 委托 希 尔 伯 
特 (Hilbert ,1862 一 1943) 在 两 年 内 就 代数 数论 的 发 展现 状 写 个 报 
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告 . 两 年 后 , 当 希 尔 伯 特 把 “报告 ”提交 给 德国 数学 令 所 有 的 
人 感到 惊讶 . 这 哪里 是 _ 一 份 报告 REA AAD EA 
究 成 果 的 总 结 , 也 是 对 一 百年 来 代数 数论 发 展 的 一 个 完善 的 整理 ， 
被 入 们 称 为 “艺术 杰作 和 和 数学 文献 中 的 瑰宝 ”( 相 比 之 下 ,德国 数学 
会 同时 委托 俩 柯 夫 斯 基 扎 写 有 理 数 域 上 数论 的 发 展现 状 , 两 年 后 
他 只 宝 未 写 宣布 退出 ). 这 本 巨著 于 1897 年 以 (代数 数 域 的 理论 》 
为 书 名 出 版 ,但 数学 界 一 直 把 它 称 之 为 《数论 报告 》(Zahlbericht)， 
20 世纪 的 许多 著名 数学 家 (下 , Artin,H. Hasse» E. Hecke 等 ) 都 是 
通过 学 习 此 书 开始 的 数论 生涯 . 

希 尔 伯 特 在 书 的 序言 中 说 :数论 从 它 产生 的 时 候 起 ， 就 以 它 基 
础 的 简洁 ,概念 的 清晰 和 论断 的 明确 有 别 于 其 他 学 科 . 它 有 许多 结 
R RUR A E p T ,能 够 任 直 党 相信 它 , 但 证 明 常 常 很 难 , 但 这 正 是 
数论 的 迷人 之 处 ,使 人 “无 法 从 中 逃脱 ”. 希 尔 伯 特 称赞 了 前 人 的 成 
就 和 对 数论 的 巨大 热情 , 箭 述 了 在 他 们 的 努力 干 数论 如 何 发 展 到 
以 代数 数 域 为 主要 研究 对 象 的 过 程 . 然后 说 ,他 在 卉 中 要 以 统一 的 
观点 和 合理 的 逻辑 来 整理 代数 数论 百年 米 的 理论 结果 . 所 有 的 结 
果 在 书 中 都 加 以 证 明 ， 并 自在 诸多 证 明 中 采用 最 简单 或 者 对 数论 
发 展 最 有 启发 性 的 证 明 . 特别 致力 于 用 抽象 的 代数 思考 方式 代替 
复杂 的 计算 . 他 声明 , 书 中 完全 避免 历史 的 论证 和 关于 结果 优先 权 
的 讨论 . 

《数论 报告 》 共 分 五 个 部 分 . 第 一 部 分 是 代数 数 域 的 一 般 理 论 ， 
围绕 代数 数论 的 “三 个 基本 柱石 :理想 的 惟一 因子 分 解 , 单 位 群 结 
构 和 类 数 解析 公式 ”全面 整 理 了 狄 德 金 和 狄 里 赫 利 等 人 建立 的 代 
数 数论 基本 构架 ,并 且 作 了 深入 的 研究 和 发 展 . 最 主要 的 新 贡献 
是 :更 一 般 地 研究 数 域 扩张 L/K( 相 对 扩张 )( 犹 德 金 则 主要 研究 
K=0 的 情形 ), 把 伯 罗 华 理论 和 数 域 扩张 更 紧密 结合 起 来 ,建立 
了 精细 的 分 歧 理 论 .第 二 部 分 专门 介绍 数 域 仙 风华 扩张 的 理论 . 后 
三 部 分 则 致力 于 讲述 阿 贝尔 扩张 和 相对 阿 贝尔 扩张 ,其 中 第 三 部 
ot HEA RPK L/K(LL: 开 ]=2), 包 括 二 次 域 的 古典 例子 ， 
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第 四 部 分 讲 分 圆 域 ,第 五 部 分 讲 数 域 的 库 默 尔 扩 张 ( 即 伽 罗 华 扩 张 
了 /天 , 其 伽 罗 华 群 为 ! 阶 循环 群 ,并 且 总 和 大) 和 高 次 互 反 律 . 他 重 
新 整理 并 极 大 发 展 了 库 默 尔 结果 ,他 认为 库 默 尔 扩 张 理 论 及 在 高 
次 互 反 律 的 应 用 是 代数 数论 的 一 个 高 峰 , 但 明确 表示 他 要 用 理性 
思维 来 代替 库 默 尔 的 复杂 计算 . 

希 尔 伯 特 在 书 中 讲述 了 他 本 人 对 代数 数论 研究 的 许多 新 贡 
aR. 除了 上 述 的 分 歧 理 论 等 方面 之 外 , 书 中 花 很 大 篇 幅 讲 述 库 默 尔 
扩张 的 种 (genus) 理 论 ， 发 明了 寡 剩 余 符 号 和 (现在 称 之 为 ) 局 部 希 
尔 但 特 符 号 来 表达 “明显 ?的 互 反 律 . 他 对 于 Kronecker-Weber 定 
理 给 了 自己 的 证 明 ( 这 个 定理 是 说 :每 个 阿 贝 尔 数 域 都 是 分 圆 域 的 
TR). 基于 对 相对 二 次 扩张 的 深刻 研究 ,在 书 中 (和 后 来 在 1899 
和 1902 年 的 继续 研究 工作 中 ) 对 于 阿 贝尔 扩张 的 各 种 性 质 进行 了 
猜测 ,这些 猜 测 在 20 世纪 初期 得 到 确认 ,并 推动 了 类 域 论 的 建立 . 
这 里 不 打算 全 面 介绍 希 尔 伯 特 这 些 新 结果 . 为 了 今后 的 需要 ,我 们 
只 简单 介绍 他 关于 数 域 件 罗 华 扩张 的 分 歧 理 论 . 

设 L/K 是 数 域 扩 张 . 工 到 C PARRA o:L--C 叫 作 下 -嵌入 ， 
是 指 o 在 天 上 的 限制 是 恒 等 映 射 , 即 对 每 个 a€ K,0(a) =a. olL) 
MUTE Ly) K-A. Sn=(L: KIL CHA n RRA 
K-A WRB K-RA o 都 把 工 映 到 自身 , 即 o(L=L, Ml x 
T K-A YE LK K-A RH, aR L/K AMP EY IK, IX 

个 天 - 目 同 构 形 成 群 , 叫 工 / 开 的 伽 罗 华 群 ,表示 成 Gal(L/K). 例 
如 Ye A WR T Q 都 是 伽 罗 华 扩 张 . 如 果 Gal (L/K) Æ pi 

TORRE RARE WW L/K 叫 作 阿 贝尔 扩张 (或 循环 扩张 ). 
B L/K 是 数 域 扩张 ,Ox 的 每 个 非 零 素 理想 多 扩充 成 0, 的 
理想 20, TRADER 
PO, = Pies Pe, (x) 
Fp P, sey P: Ñ OL HY) AN |r] HR PBB ej SL <i<g). Re AP; 
XT BBB A. RRR e CP)/#). A Fr O/P: A O/P BY 
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RARR Tt ALATA OR aT aR UC SE + SE ME Pat 
字 的 剩余 类 域 次 数 ,表示 成 AP/22) 我们 也 有 


Yew. /P)f P/F) = (L: K]. 


现在 设 L/K EMP ES Kk. UW LAB K-A AW oe 
Gal(L/K),0(2)=F2,F Eo HIP). PSB, RB Gal (L/ 
KK ) 作 用 在 集合 {Pi，,…,Ps}) 之 上 .可 以 证 明 这 个 作用 是 可 迁 的 ,于 
是 将 Gal(L/K) 作 用 于 分 解 式 ( x ) ,可 知 € = eE =m t =S ega 即 每 个 
P,ASi<g) kt F 有 相同 的 分 歧 指 数 ,类 似 地 推理 可 知 也 有 相同 
的 剩余 类 域 次 数 . 于 是 对 仇 罗 华 扩张 L/K, 便 有 
POk= (Pye Py) e= P/P), 
f=f(P/FP) (<i<e), 
而 efg=[L: K](=n= |Gal(L/K)|). 
记 某 个 P; 为 P, 考 虑 集合 
G(P)={0€Gal(L/K):o(P)=P}. 
这 是 P 的 固定 子 群 . 由 Gal (L/K) 在 {Pi,…,Ps)} 上 可 迁 可 知 
IGP) | =o ef LAE ID EO K Ok GE BGP) at i L/K 
的 一 个 中 间 域 LCP). GCP) Al LCP) 4) Si) 0 HE P 的 分 解 群 和 分 解 
if L=O,/P,.K=SE I L/K 是 有 限 域 的 了 次 扩张 .对 每 个 。 
COW «RNa LPH. YG HAM ER Gal (C/K) (这 
EH TERK S RRR, HR (a) =a (BH <cE 工 )). 现在 
ET EGP), H o(P)=P 知道 可 以 定义 一 个 映射 ， 
-+ O + O, an 
o:L=porL= p> a(a)=a(a) (Xf BF @EO,). 
可 直接 验证 这 是 域 工 的 自 同 构 ,并 且 把 玉 中 每 个 元 素 均 保持 不 


动 ,于 是 EC. 由 此 我 们 得 到 一 个 新 的 映射 
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¢:G(P)>G, Jo) 一 5. 
可 以 证 明 这 是 群 的 满 同 态 , 它 的 核 记 为 CCP) . 
oEker(g) Go=1d' So(a) 二 a (对 每 个 a€ 01) 
Gola) 二 a( 对 每 个 a€O,) 
$o0(a)=a(mod P)( 对 每 个 @EO,). 
即 GCP)’ =ker (p) = {co€EG(P):o (4) 三 a (mod P), 对 每 个 a€ 
OL}. 而 GCP)/G(P)' 同 构 于 GG. 于 是 |GCP)'| -人 -学 -< 
B LCP) 表示 与 子 群 CCP) St BY AS FP TB] |G CP)! A LCP)! 分 别 叫 
E P RTS TE RE Al fa EB. 于 是 对 于 Oi 的 素 理想 已, 我 们 有 如 下 的 
群 和 域 之 间 佑 罗 华 对 应 的 图 表 . 


素 理 想 分 解 域 群 PRR 
P L {1} L 

| | e | 

P' LPY GCPY LPY 

| | f | | f 
Pp L(P) G(P) L(P) 

| | g | | 

P | K Gal(L/K) K 


WO! ,Ob 分 别 为 数 域 L(P》 和 工 (P) 的 整数 环 , 则 PNO = 
PP 和 PN 站 Oo 一 Po 分 别 为 0' 和 Oo 的 素 理想 ,而 Po On =F. R 
LPY = p L= E WRIA ARRE D A RRIK. FE 
的 定理 把 P TE 工 中 的 分 解 过 程 作 了 细 分 . 


定理 (1) e(Pp/FP) =f (Po/F)=1, HB 4 L(P)/K Æt 
风华 扩张 ( 即 G(P) 是 Gal(L/K) 的 正规 子 群 ) 时 ,多 在 L(P) 中 分 
ER g( 二 LLCP) :天 ]) 个 不 同 素 理想 的 乘积 (完全 分 裂 ). 
(2) fCP'/P») =f,e(P' /Pp) =1, 88 PO’! =P CSE). 
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(3) f(P/P')=1,e(P/P')=e, Bh P'O,=P' (447%). 

(4) 对 每 个 o€ Gal(L/K) WA 
Lie(P))=eL(P),L(e(P))' =cL(P)', 
G(o(P))=0G(P)o"'»,G(o(P))' =oG(P)'o \. 


特别 若 L/K 是 阿 贝 尔 扩张 , 即 Gal (ZL/K) 是 阿 贝 尔 群 , 则 
Glo(P))=G(P),Gle(P))' =G(P)'. 由 个 罗 华 对 应 可 知 工 (c 
(P))=L(P),L(o(P)) ==L(P)'. 换 名 话说 ,多 在 Oi 中 的 g 个 素 
理想 因子 P,(1 志 i 之 g) 具 有 同样 的 分 解 群 .分 解 域 . 惰 性 群 和 惰性 
域 , 它 们 可 分 别 记 为 CCP) LWP) GP) fh LP)’. 

X L/K 是 阿 贝 尔 扩张 时 ,GC(P) 必 为 GCL/K) 的 正规 子 群 . 所 
以 2 的 分 解 可 以 有 更 清晰 的 图 加 ;多 ERR LO) PREA 
解 成 g 个 不 同 素 理 想 之 积 Pb,…Pp,s. 每 个 Pn EBER LCY 
的 整数 环 中 的 扩充 仍 为 素 理 想 . PASS). META EL 
中 完全 分 歧 ; 儿 ',O1 = Pi. 于 是 最 后 得 到 

P= Pp Pope = P e D ,= PP. 

(5) 若 e 二 1, 即 AL PARSER. GOY = 人 1) .于 是 分 解 

群 CCP) 和 C 同 构 , 即 CCP) 是 卫 阶 循环 群 .由 于 C 是 由 rz 生成 的 ， 


rz 在 G(CP) 中 的 对 应 元 素 记 为 | “S| ， 叫 作 关于 PP 的 Frobenius 自 


同 构 . 则 GCP) 就 是 由 | 入 ] 生 成 的 了 阶 循环 群 .由 于 把 工 中 元 


素 a(a€ O01) 映 成 a*1, 可 知 半 于 了 Ky Frobenius 自 同 构 可 以 由 下 
式 来 刻 划 ，; 


teas Lik a==a'*'(mod P)( 对 每 个 @EO,). 


关于 Frobenius 自 同 构 有 如 下 性 质 : 


Ca) 对 每 个 s € Gal (L/K). | =| =o HE Cae 特别 当 


L/K 是 阿 员 尔 扩张 时 ， 
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从 而 关于 多 的 每 个 素 


7 后 }= 55]. 


理想 因子 P;d<i<g)A AAA Frobenius A 同 构 , 记 作 | “I. 


(b) AEWA L/K H PRM L/E BES eT RK. 记 Pz 


PNoOs, 则 | |= | LED 


(c) 如 果 E/K bemper M| S) =| E)E E E 
的 限制 


现在 我 们 举 分 圆 域 和 它 的 子 域 的 例子 ,以 解释 上 述 概 念 和 结 
果 . 
例 1 ML=QC,),K=Q.WL/K EMS EP sk. ATE 


=p E 在 Q 上 的 最 小 多 项 式 为 OT araea 


+r’ +r+1, FÆL: QI=6.06% 6 CEMR A OSS). L 
的 每 个 自 同 构 有 形式 o) =C'. m Gal (L/Q) = {|1 K6). h 
于 


0,0 ;,(€) =0,(6) =0,(C =f! =4,,(0), 
即 co 一 cj 于 是 Gal (L/Q) R F (Z/7Z)* Co; 对 应 于 i(mod 7))， 
Mill L/Q 是 阿 贝 尔 扩 张 . 现在 研究 每 个 素数 p EO =z] 
素 理想 分 解 规律 . 
L=Q(Ķ;) to = {1} 

| | | 

Q Gal(L/Q)=(Z/7Z)* 
可 以 算出 域 工 的 判别 式 为 4(L)== 一 75. 根 据 狄 德 金 的 判别 式 定 理 
($2.3 CH 6), 4pX7W.p EL PAAR. FE pO1=P,… 
Pa f=fP/p) ASi<g). fg=(L: Q0]=6. m f Æ Frobenius 


自 同 构 | =E 的 阶 . 它 由 下 面 公式 来 刻 划 | 


[|e (mod P) OFA «€0O,=Z[t)). 


» fj» 


特别 地 | S| ce mod P). |= =o, W (C=O FEE 
= p (mod P,). 由 此 可 推出 1 三 p (mod 7), 于 是 我 们 决定 出 
(2/2 = 而 为 的 阶 ,又 相当 于 思 模 7 的 阶 .由 于 (2Z/72》 


中 1 阶 元 素 只 有 1,2 阶 元 素 有 6,3 阶 元 素 有 2 和 4,6 阶 元 素 有 3 
和 5. 于 是 


Pj…P,, 若 p=1Cmod 7)( 完 全 分 解 ); 
P P:P, p=6(mad 7); 
P,P,, # p=2,4(mod 7); 
P, 若 p=3,5(mod 7) (惰性 ). 
4 p=7 MH. ATE ESA: 70, =P°,P=(1—£)0,. 
由 于 O.=Z(C),AA § 2.3 定理 5, 可 以 决定 ZLz] 中 不 可 约 
多 项 式 f(x) 二 x 十 x 十 x 十 x: 十 x 十 x 十 1 在 F,[x] 中 如 何 分 解 . 
即 


POL = 


当 p=1(mod 7) 时 f(x) 在 Ff,[x] 中 分 解 成 6 个 一 次 多 项 式 
ZR. 当 p=6(mod 7) 时 f(z) 在 F,[zj 中 分 解 成 3 个 二 次 不 可 约 
”多 项 式 之 积 . 当 p=2,4(mod 7) 时 ,f(x) 在 FF,[x] 中 分 解 成 2 个 三 
次 不 可 约 多 项 式 之 积 . 而 当 p 寺 3,5C(mod 7) 时 ,f(z) 在 F,[x] 中 仍 
不 可 约 . 最 后 ,f(x) 在 Fi[xj 中 是 一 次 多 项 式 (x 一 1) 的 6 次 方 . 

例 2 考虑 工 的 最 大 实 子 域 玉 王 CQG5 十 下 . 则 开 /O 也 是 阿 贝 
尔 扩 张 .天 的 固定 子 群 为 {o1,o.1}， 


L=Q(E;) (o) = (1} 
| | | 
K=Q(6,4+¢,) {00-1} = (Z/7Z)*/C+1) 
| | | 
Q Gal(L/Q) = (Z/7Z¥ 
3 _Gal(L/Q) (2/72) y 
Tæ Gal (K/Q) = = (LD . 24 p=7 时 ,由 于 7 在 工 


中 完全 分 歧 ,可 知 在 K 中 也 完全 分 歧 , 即 70x =P? =K : Q). 
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当 p 六 7 时 ,p 在 工 中 不 分 歧 , 可 知 在 居中 也 不 分 歧 , 即 
pOr =P; Pes f=f(P/p)(1&i<g), gf 一 3. 


/为 | $22) 的 阶 . 由 于 | E2) e| 22) =o, 在 K 中 的 限制 ,从 而 


J 相当 于 o, 在 Gal(K/VC) 中 的 阶 , 即 相 当 于 z 在 (ZV7Z)z*/( 士 1) 中 
的 阶 ,也 就 是 说 ,f 为 最 小 正 整 数 使 得 p’=+1(mod 7). BAY p 
三 土 1 (mod Dit f=1, 4M) f=3. 于 是 

POx=PP2P3, 若 p=+1(mod 7). 

pOx=P, G p=+t2, +3(mod 7). 
K=QCE+0) PIR a= WIM HH a, =a, a =E H a, 
二 如 十 全. 从 而 a 在 Q@ 上 的 最 小 多 项 式 为 f(r)=(r—a) (zr—a,) 
(r—=a) =r +r" —2r—1. 可 以 验证 Ok 二 Z[aj, 于 是 ;多 项 式 f(x) 
二 十 x 一 27 一 1 在 FiLxj 中 为 一 次 多 项 式 的 三 次 方 . 当 p=] 
(mod 7) 时 ,f(z) 在 FL[xj 中 为 三 个 不 同 的 一 次 多 项 式 相 乘 , 而 p 
三 土 2, 十 3(mod DRT, S (DE F [lr] PRTA. 

以 上 两 个 例子 表明 ,素数 p EQS MEM FIR OL, +2) H 

的 分 解 模式 ( 即 e,f,g 的 值 ) 只 依赖 于 p 所 在 的 模 7 同 余 类 . 这 件 
事 可 以 看 成 是 分 圆 域 和 它 子 域 中 的 互 反 律 ,我 们 以 后 再 解释 它 的 
理由 . 


以 上 我 们 对 希 尔 伯 特 的 《数论 报告 作 了 简要 的 介绍 . 对 于 这 
本 代数 数论 的 精品 ,数论 学 家 们 仍然 有 不 同 的 评价 和 意见 . 最 厉害 
的 批评 性 意见 来 自 韦 依 (A. Weil, 1906—1998). 他 在 为 库 默 尔 全 
集 所 写 的 前 言 中 说 :“ 在 库 默 尔 去 世 之 后 , 希 尔 伯 特 统治 德国 数学 
界 多 年 . 他 的 著名 的 数论 报告 有 一 半 以 上 的 内 容 ( 例 如 第 四 和 第 五 
部 分 ) 基 本 上 是 库 默 尔 的 工作 ,只 有 很 小 的 非 本 质 性 改进 . 缺乏 对 
前 人 数学 风格 的 尊重 ,没有 介绍 库 默 尔 采 用 的 p-adic 分 析 , 对 库 
默 尔 工作 也 引用 得 不 充分 . 《数论 报告 出 版 后 的 第 一 代 读 者 大 多 
对 此 书 表 示 赞 赏 .E. Artin 在 1962 年 纪念 希 尔 伯 特 百 年 诞辰 的 演 
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讲 中 称赞 希 尔 伯 特 对 库 软 尔 工作 的 简化 . 而 Hasse 也 是 如 此 ,认为 
希 尔 伯 特 用 更 好 的 证 明代 替 了 库 默 尔 许多 复杂 而 不 透彻 的 推导 . 
Hasse 认为 数论 发 展 中 有 两 种 风格 不 同 的 传统 ,高 斯 和 库 默 尔 的 
传统 以 构造 性 和 表达 明显 为 目标 ,后 来 由 Kronecker 和 Hensel 继 
R. 为 一 个 是 狄 德 金 和 和 希 尔 伯 特 传 统 , 注 重 抽象 和 概念 化 的 理解 . 
他 赞成 两 种 风格 要 “有 机 地 平衡 ” 

从 19 世纪 开始 ,世界 数论 中 心 从 法 国 转 到 代数 数论 和 解析 数 
论 诞生 地 ,一直 维 持 到 二 战 时 期 ， | 


参考 文献 
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第 三 章 ” 近 代 代 数 数论 
(1900—1967) 


“HEAR 48 Ha FF AR OK AY TL Zs EB — FPR BE AT th 
科学 发 展 的 秘密 ? 什么 样 的 特别 的 目标 将 引导 未 来 的 一 代 并 激发 
出 主流 数学 的 新 精神 ?在 广阔 而 富饶 的 数学 田野 上 ,下 一 世纪 将 揭 
示 出 什么 样 的 新 方法 和 新 成 果 ?” 

这 是 希 尔 伯 特 于 1900 年 在 第 二 届 世 界 数学 家 大 会 (巴黎 ) 上 
所 作 《 数 学 问题 }》 报 告 的 开场 白 . 他 接着 讲述 对 数学 发 展 的 理解 和 
观点 ,其 中 有 一 段 专门 论述 代数 数论 ， 

“BRR, RS WAR EBB" + yy’ = 2" (nS 3) RAE EA 
的 整数 解 . 人 们 对 证 明 这 个 猜想 所 作 的 努力 ,是 思维 功能 的 一 个 精 
彩 的 例子 . 这 个 很 特别 并 且 看 来 似乎 不 重要 的 问题 ,可 以 发 展 成 科 
学 . 库 默 尔 在 研究 费 马 问 题 中 引入 理想 数 , 并 且 对 于 分 圆 域 发 现 了 
理想 数 分 解 成 理想 素数 的 惟一 性 . 这 个 规律 今天 已 被 狄 德 金 和 
Kronecker 推广 到 任意 代数 数 域 之 中 ,成 为 现代 数论 的 中 心 位 置 ， 
其 意义 已 超出 了 数论 的 界限 , 走 到 代数 学 和 函数 论 的 王国 中 .” 

妆 在 新 旧 世 纪 交 替 的 门槛 上 , 希 尔 伯 特 向 人 们 提出 了 著名 的 
23 个 数学 问题 . 在 其 中 的 6 个 数论 问题 中 ,有 4 个 属于 代数 数论 . 
这 些 问题 对 于 推动 20 世纪 的 代数 数论 发 展 起 了 相当 大 的 作用 . 本 
章 我 们 以 这 4 个 希 尔 伯 特 问题 为 线索 ,介绍 20 世纪 前 70 年 代数 
数论 研究 中 创造 的 新 思想 和 新 方法 ,得 到 的 新 成 果 , 以 及 由 此 产生 
的 代数 数论 新 的 重要 分 支 . 我 们 也 将 按 历 史 的 顺序 展示 代数 数论 
逐渐 与 数学 其 他 学 科 相 互 交织 .渗透 和 促进 的 生动 场面 . 
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$3.1 类 域 论 (20 世纪 20 年 代 ) 


希 尔 伯 特 第 12 个 问题 是 :Kronecker-Weber 定理 如 何 推广 到 
任意 代数 数 域 上 ? 

Kronecker-Weber 定理 是 说 :每 个 阿 贝 尔 数 域 都 是 ( 某 个 ) 分 
圆 域 的 子 域 . 我 们 知道 ,分 圆 域 O Gn) (mx 宇 3) 是 阿 贝 尔 域 , 即 它 是 
O 的 伽 罗 华 扩 张 , 并 且 伽 罗 华 群 是 同 构 于 (Z/m2Z) KA BR Bay N 
尔 群 . 于 是 分 圆 域 的 每 个 子 域 都 是 阿 贝尔 域 , 因 为 其 伽 罗 华 群 为 
(Z/mZ)* 的 某 个 商 群 .19 世纪 末期 ,Kronecker #1 Weber 证 明了 
反 过 来 也 成 立 ( 确 切 地 说 ,由 前 者 于 1877 年 猜测 而 由 后 者 于 1887 
年 完成 证 明 ). 上 所 以 0 的 最 大 阿 贝 尔 扩张 (表示 成 0*) 就 是 所 有 分 
圆 域 的 合成 : | 

QO” = JOE.) = Obs bibs.) 


= Oem ım = 3,4,5,1) 

= Ql(e™.a € Q). 
QO” QO 的 无 限 次 ( 阿 贝 尔 ) 扩 张 ,是 把 周期 为 1 的 指数 函数 f(x) 
=e" "(XxE€R) 在 有 理 数 上 的 全 部 取 值 添加 在 @ 上 而 得 到 的 扩 域 . 

对 于 任意 代数 数 域 KK, 如 果 工 M L 是 的 两 个 有 限 阿 贝尔 
扩 域 , 则 易 证 它们 的 合成 LL, 也 是 天 的 有 限 阿 贝尔 扩 域 . 所 以 下 
的 最 大 阿 贝 尔 扩张 天 “一定 存在 , 它 就 是 天 的 所 有 (无 限 多 个 ) 有 
限 阿 贝尔 扩 域 的 合成 . 希 尔 伯 特 第 12 个 问题 是 问 :如 何 像 0* 那 样 
用 明显 的 方式 把 天 ” 构 作 出 来 ,是 否 有 某 些 特殊 的 函数 ,使 得 把 这 
些 函 数 的 一 些 特 殊 取 值 添加 在 K 上 就 能 得 到 K”? 
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这 是 一 个 充满 着 秘密 的 探索 性 问题 . 它 本 质 上 是 要 对 天 的 所 
有 有 限 阿 贝尔 扩张 作 深 入 的 了 解 . 这 些 扩 张 显然 是 由 天 所 决定 
的 ,所 以 要 弄 清 如 何 由 天 所 固有 的 性 质 ( 哪 些 性 质 ?) 把 天 的 所 有 
有 限 阿 贝尔 扩张 刻 划 出 来 . 

作为 第 一 步 ,首先 要 明显 构 作 出 数 域 K 充分 多 的 有 限 阿 贝尔 
扩张 .19 世纪 库 默 尔 对 8 构 作 出 相当 多 的 阿 贝 尔 扩张 (分 圆 域 ). 
19 世纪 末期 Kronecker 和 Weber 证 明 这 足 可 以 得 到 o 的 最 大 
Abel 扩 张 .1883 年 一 1890 年 ,Kronecker 研究 模 函 数 和 ( 双 周 期 ) 
李 圆 函数 ,发 现 这 些 函 数 在 “分 点 ”上 的 值 添加 到 虑 二 次 域 玉 上 ， 
可 以 得 到 天 的 许多 有 限 阿 贝 尔 扩张 .1880 年 他 猜想 将 这 些 有 限 
阿 贝 尔 扩张 合并 起 来 就 是 的 最 大 阿 贝 尔 扩 张 ,他 把 这 个 猜想 称 
作 “ 青 春之 梦 ”(Jugendtraum ). 这 个 猜想 曾 在 1908 和 1914 年 由 
Weber 和 Fueter 部 分 地 被 解决 .一 直到 1920 年 在 德国 哥 丁 根 大 
学 工作 的 日 本 数学 家 高 木 贞 治 (Takagi) 建 立 了 类 域 论 ,这 个 “青春 
之 梦 " 才 完全 得 以 实现 . 对 于 8 和 虚 二 次 域 以 外 的 代数 数 域 K, A 
体 构 作 天 ”的 问题 至 今 未 能 解决 . 

类 域 论 是 研究 数 域 有 限 阿 员 尔 扩张 的 理论 , 它 完 全 是 在 希 尔 
伯 特 第 12 问题 的 推动 下 建立 起 来 的 . 希 尔 伯 特 在 《数论 报告 和 后 
来 的 研究 中 ,得 到 数 域 阿 贝 尔 扩 张 的 许多 性 质 并 作 了 不 少 猜测 ,而 
高 木 准确 地 找到 了 数 域 K 的 一 批 对 象 , 用 它们 一 一 对 应 着 K 的 
全 部 有 限 阿 贝尔 扩张 . 这 批 对 象 是 K 的 理想 类 群 的 推广 , 叫 作 广 

现在 我 们 介绍 类 域 论 最 基本 的 内 容 . 类 域 论 从 它 产生 以 来 , 叙 
述 方式 和 证 明 方 法 不 断 地 更 新 . 高 木 于 1920 年 创建 类 域 论 时 ,证 
明 综 合 采用 了 代数 和 解析 方法 ,1927 Æ Artin 引入 了 现在 称 之 为 
Artin 映射 ,把 类 域 论 的 叙述 方式 进行 了 改造 (Artin 于 40 年 代 到 
美国 之 后 ,多 年 来 在 大 学 里 讲授 类 域 论 ,不 断 改变 类 域 论 的 面貌 )， 
日 本 数学 家 和 Artin-Tate 随后 又 采取 了 以 上 同调 理论 为 主 的 氢 
述 和 证 明 方 式 . 在 Chevalley 建立 Idéle 语言 之 后 ,类 域 论 又 用 这 
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种 语言 重新 加 以 叙述 . 最 后 , 韦 依 在 《数论 基础 ) 一 书 中 ,对 类 域 论 
又 使 用 单 代数 的 方式 . 我 们 现在 介绍 的 是 采用 Artin 映射 的 一 种 
容易 理解 的 方式 . 

w K 为 数 域 . Mo = Poe Pe 为 Ox 的 非 零 整理 想 ,其 中 ezl, 
PAS So) H Ox 的 不 同 素 理想 . 我 们 也 把 Ox 的 每 个 非 零 素 理 
想 叫 作 K 的 一 个 有 限 位 .对 应 K 到 C 的 每 个 实 谋 入 ,我 们 相应 
H K 的 一 个 实 位 (无 限 位 )co. BE Moi K 的 一 些 不 同 实 位 的 ( 形 
AIRE: Mo = 00,++00, (ORS). 我 们 把 MM=MoM., 叫 作 大 的 

一 个 除 子 ,有 限 位 P: 和 和 实 位 oo; 都 叫 作 M 的 因子 . 我们 在 下 节 讲 
赋值 理论 时 ,再 解释 位 和 除 子 这 些 概念 . 

K 的 一 个 分 式 理想 4 叫 作 与 M 互 素 ,是 指 4 可 以 写成 两 个 
整理 想 互 和 C 之 商 , 使 得 忠和 C 均 与 M ER. A In(K)RM K 
中 与 M。 互 素 的 所 有 分 式 理想 (对 乘法 ) 构 成 的 群 ,以 Pu (KORA 
由 主 分 式 理想 aOk 形成 的 群 , 其 中 aE KK* 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(1) a=1(mod M), BEE: MH IiCl1<i<g). 
P:i | (a— 1)Ox. 

(2) 如 果实 位 ce 为 M- 的 因子 ,而 ce 对 应 于 天 KRA c, 则 
ola) 之 0. 

不 难 证 明 Pay (KO SE Ty CK) FR tH BT OA WE BR BG BE Cul K) 
是 有 限 ( 阿 贝尔 ) 群 , 叫 作 是 天 的 模 M 广 义 类 群 . 当 Ms=1( 即 My = 


(1)=Ox,;M..=1) A ,M 没有 任何 位 作为 因子 ,Pi(K) 和 IT(K) 就 
是 天 的 分 式 理想 群 P(K) 和 主 分 式 理想 群 I(K), 从 而 CiC(K) 就 是 
通常 的 理想 类 群 CCK) 二 PCK)/ICK). 所 以 Cu(K) 是 理想 类 群 的 
一 种 推广 . 

现在 我 们 用 二 0 来 解释 这 些 概念 . Ok =Z 的 非 零 理想 都 是 
主 理想 (m) 二 m2Z ,其 中 m 为 正 整 数 , 所 以 M= (m), 我 们 也 简写 
成 Mo=m. 男 一 方面 ,8 到 C 只 有 一 个 组 人 (但 等 租 入 ), 从 而 QO 只 
有 一 个 实 位 oo. 所 以 M- 只 有 ce 和 1 两 种 可 能 . 于 是 M ABR m 
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Alm: co. 而 m MARAT p HSF M, 的 素 理想 因子 (或 有 限 位 因 
F). 
设 M=m. 由 于 Q 的 分 式 理想 均 为 主 分 式 理想 ,可 知 


O= || | :a Mb Ih TERE, (a,b) =(aym)=(bsm)=1)}, 


P,(Q)= {(a) = (—a); a=4, a Hb HIER. 4 = 


(mod m)} 
=|| $| :a 和 4 为 正 整数 ， 
(ayp) 一 ] 7 =+1(mod m)}. 
不 难 证 明 :C, (Q) =In(Q)/Pn(Q)=(Z/mZ)*/( £1). 我们 知道 右 
边 正则 同 构 于 QC; 十 5 ) 对 0 MMS 4 WH 
(Z/mZ)*/(+1)—>Gal (Q(t, +£,.)/Q), 
QE +on)/Q 
P 


Pop= ((pysm)=1). 


于 是 由 伽 罗 华 理 论 , (Z/mZ)7/ (4D =, (Q)/ Pn CO) 的 所 有 商 群 
CRP ,,(Q)/H, AP H E In (QA P,(Q) Hy Pll) 4 OCC, 
十 6%) 的 所 有 子 域 . 根据 Kronecker-Weber 定理 可 知 由 此 得 到 0 
的 所 有 实 阿 贝尔 扩张 . 

wM=m-~,Nll Iu(Q)=1,,(0), i 


Pu(Q)= | :4 和 4 HERRER, 5 >0,5=1(modm)|, 
这 时 
Tu(Q) z 
CuO) =p aQ) 2/m2Y. 


于 是 在 正则 映射 户 一 | 20) 之 下 ,Cw(O) 同 构 于 分 贺 域 O(5.) 


的 修罗 华 群 .所 以 Cu (Q) AY A RE I (Q)/H (Py(Q) CHE 
Txw(@)) 给 出 分 圆 域 的 全 部 子 域 ,由 Kronecher-Weber 定理 ,这 给 
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HO 的 所 有 阿 贝 尔 扩张 . 如 果 只 用 M=m(m 过 所 有 正 整数 ) , 则 只 
给 出 全 体 实 阿 贝尔 域 ,这 就 是 为 什么 还 要 把 实 位 考虑 进来 的 原因 . 

用 这 个 例子 为 样板 ,高 木 得 到 关于 数 域 阿 贝尔 扩张 的 一 般 结 
果 . 

定理 1 (1) 设 L/K 是 数 域 的 (有 限 ) 阿 贝尔 扩张 . 则 存在 天 
的 惟一 的 一 个 除 子 f( 叫 作 扩 张 L/K 的 导 子 ), 满 足 如 下 两 个 条 
件 : 
O 天 的 每 个 位 已 在 工 中 分 歧 , 当 且 仅 当 已 是 了 的 因子 (有 
PRO P 即 是 Ok 的 素 理想 ,而 无 限 位 P( 实 位 ) 在 工 中 分 歧 , 是 指 P 
LAP HA LARI, ety LACHER MRA). 

GD 奋 M 是 天 的 除 子 ,并 且 SIM. WEE ER H,Py(K) 
CHET y(K) , 64 Iv CK)/H EWAH F Gal(Z/K). 事实 上 H 
是 由 L/K 和 AM 所 决定 的 : 

H=Puy(K)* Nix Uu(L)), 
其 中 In DRM, ERY L PAK ey RMR, ALA 
每 个 分 式 理想 A Nu (A) AS 4 BOATERS: Njx (A) 


= To). KP o$ Gal(L/K) BA BAW. Nix CA) K 的 分 


RAA. m H Æ In CK) BS BE Py (K) Al Nix Uy (L)) FE 
积 , 从 而 为 Ju(K) 和 Px(K) 的 中 间 群 . 


TyCK)/M 和 Gal(L/K) 的 正则 同 构 由 Artin 按 如 下 方式 构 作 
出 来 : 群 7w( 天 ) 是 由 与 K 中 整理 想 M, 互 素 的 所 有 素 理想 已 生成 
的 . 由 定理 知 P 在 工 中 不 分 歧 ( 因 为 fIM, 从 而 p 本 .已 .因此 有 


Frobenius 自 同 构 | E). 由 积 性 诱导 出 群 同 态 


g:Tu(K)-*Gal(L/K) P =| | ((P,M,)=1). 


可 以 证 明 这 是 群 的 满 同 态 ,并 且 Pu(K)G&ker (ø). 进而 可 算出 
ker (O =H =Py(K) * Nix Uy (L)) GRR SEALE ABE RA 
. TD。 | 


FLD. 由 此 得 到 正则 同 构 Iy(K)/H 之 Gal (L/K), 并 且 Pu(K) 
SCHGIy(K). 这 个 同 构 叫 作 Artin 映射 . 

(2》 反 过 来 ,给 了 天 的 一 个 除 子 M 和 中 间 群 H ,Pu (KICEH 
CIK) MFE K 的 惟一 有 限 阿 贝尔 扩 域 工 , 使 得 

O 若 Ox 中 ( 非 零 ) 素 理想 P 卫 在 工 中 分 歧 , 则 PIM. 

Gi) 对 于 五 =Py (KD)Nyx Un (L)). WW Artin 映射 给 出 同 构 
Iu(K)/H=Gal(L/K). | 

(3) KLAL 均 为 KR 的 有 限 阿 贝尔 扩 域 , 导 子 分 别 为 fi 和 
fo 对 于 K 的 每 个 除 子 M, 广 1 , 户 1M, 则 由 (1) 中 方法 得 到 

H;=Pu(K)NiyxUu(L,)) G=1,2). 
我 们 有 H GCH, 当 旧 仅 当 L,—TL. 

这 就 是 类 域 论 的 最 基本 结果 . 简单 说 来 ,天 的 所 有 有 限 阿 贝 
ART A K 的 所 有 模 M 广义 类 群 的 商 群 之 间 建 立 了 一 一 对 应 ， 
并 且 对 应 可 通过 Artin 映射 给 出 . (2) 中 的 M 叫 作 阿 贝 尔 扩 张 工 / 
K 的 模 , 最 小 可 能 的 模 f 就 是 扩张 L/K 的 导 子 . 工 叫 作 ( 模 M) 关 
F H 的 类 域 

特别 取 MM=1, 则 ZTC(K)=T(K),P,(K)=P(K). 则 对 于 每 个 
HER H,PCK)CHCI(K), 则 KK 有 惟一 的 有 限 阿 贝尔 扩 域 工 ， 
使 得 Gal(L/K)=I(K)/H,}¢ A Ox 的 所 有 素 理想 (以 及 天 的 所 
有 实 位 ) 在 工 中 均 不 分 歧 . 如 果 取 五 =P(KR) 为 最 小 可 能 ,由 定理 
由 (3) 给 出 的 反 序 对 应 ,可 知 五 二 PC(K) 对 应 的 最 大 不 分 歧 阿 由 
尔 扩 域 ， ANRE R Hx, 叫 作 K E TATA R 于 是 
(K). 特别 地 , [Hk :天 K]= CCK) |= ACK) K 的 理想 类 数 如 果 
我 们 能 得 到 天 的 某 个 不 分 歧 阿 贝尔 扩 域 工 , 则 工 为 Hx 的 子 域 ， 
从 而 Gal(L/K) 为 Gal (Hk/K) 实 CC(K) 的 商 群 ,而 [L : KC, 

: 尺 ] 一 h(K) 的 因子 .由 此 可 研究 的 理想 类 群 结构 和 类 数 h(K) 
的 整除 性 . 
fil 考虑 虚 二 次 域 玉 =QC 一 5). 域 了 =OC 人 一 5,v 一 1) 是 天 
° 7]. 


的 二 次 扩张 ,从 而 必然 是 阿 贝尔 扩张 . 容易 证 明 Ox 的 每 个 素 理 想 
在 工 中 均 不 分 歧 , 而 KK 没有 实 位 (ri 二 0), 所 以 L/K 是 不 分 歧 阿 
MRP RK. FHR2= LL: KIA K 的 类 数 h(K) 的 因子 .事实 上 
h(K)=2=[L: K]. AA LAE K 的 最 大 不 分 歧 阿 贝尔 扩张 , 即 
QV 一 5,V 一 1) 二 KC(Y 一 1) 是 下 一 QCvV 一 5) 的 希 尔 伯 特 类 域 . 类似 
方法 可 证 明 OW 2 ,v5 FE K=O 5 ) 的 类 域 ,h(K)=2. 

对 于 每 个 阿 贝 尔 数 域 L( 即 L/Q AB WARP KK) LN EFA 
形式 /或 foo WW f eH LOO, He) iF BR, OC) RAE 
L 的 最 小 分 圆 域 .我 们 有 时 也 把 UE Ln SF. 4 L= d) 
为 二 次 域 时 ,用 分 歧 理论 不 难 证 明 世 的 导 子 就 是 判别 式 的 绝对 值 
[dL |C d AEA AF BAN dL) Ad X 4d). BOG aai) 
是 包含 二 次 域 世 的 最 小 分 圆 域 . 

类 域 论 还 部 分 地 解决 了 希 尔 伯 特 男 一 个 问题 (第 9 问题 ), 我 
们 在 第 四 章 再 介绍 . 
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§3.2 局 部 域 和 局 部 
-整体 原则 (20 世纪 30 年 代 ) 


+ 


硕 尔 伯 特 第 11 问题 是 研究 任意 数 域 上 的 多 变量 二 次 型 方程 
的 解 . 代数 数 域 K 上 多 元 二 次 型 为 


k 
fixt sT) == > ajax; (a;; € K). 
7 一 1 


希 尔 伯 特 问 : 

(1) 对 天 PETER CCK AE f(x1,… ,Xi) =a BEEK 
中 有 人 解 (zx1，,… ,zi) (Xxi:EK)? 若 w 关 0 而 此 方程 在 天 中 有 解 , 我 们 
称 SCE 天 中 ) 表 示 a. Ga=0, 则 方程 显然 有 零 解 (zi,… sT) 一 
(0,…,0). 如果 flr e520) =0 在 KK 中 有 非 零 解 ， 我 们 称 /在 天 
HRR 0. 于 是 ,这 个 问题 还 可 以 说 成 : 玉 上 的 二 次 型 f(x ,…， 
xj) 可 以 表示 K 中 哪些 元 素 ? 

这 个 问题 由 德国 数论 学 家 险 瑟 (Hasse,1898 一 1981) 于 20 th 
纪 30 年 代 给 出 了 一 个 相当 满意 的 答案 (至 少 是 一 个 漂亮 的 理论 结 
果 ). 介 由 此 创造 了 数论 (乃至 代数 几何 等 学 科 ) 中 一 一 种 新 的 研究 方 
法 , 叫 局 部 一 整体 原则 . 

希 尔 伯 特 的 这 个 问题 还 有 另 一 种 提 法 : 

(2) 如 果 二 次 型 zzt) 的 系数 4;j 均 属于 K 的 整数 环 
Or ,那么 f(x "°° Ze) 在 OK 上 可 表示 哪些 整数 ? 即 对 aE Ox, 方程 
Sas ,XT4) 二 a 是 否 有 ( 非 零 ) 整 解 (xi,… ,zi) ,其 中 x;EOk? 

例如 对 于 KK 一 8, 从 古代 东方 和 古 希腊 就 开始 研究 的 二 平方 
和 问题 x? + y?=n, Pell aa 一 dy: 二 1, 勾 股 方程 r +y — z = 
的 整数 解 问题 ,甚至 高 斯 二 元 二 次 型 的 一 般 性 研究 ,都 是 问题 (2) 
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的 特殊 情形 . 整 解 问题 比 数 域 上 的 问题 (1) 要 困难 ,对 此 问题 的 研 
究 促成 了 另 一 个 数论 分 支 一 模 形 式 理论 的 建立 ,我 们 将 在 8$3.4 
中 介绍 . 


现在 介绍 哈 琴 对 问题 (1) 给 出 的 解法 
为 了 简单 起 见 RTA K= 来 说 明 哈 登 的 思想 ,然后 叙述 对 


在 意 代数 数 域 玉 的 哈 瑟 结果 . 
考虑 方程 
ETE z0 = Dayzz = a (aa € Q). (1) 


研究 此 方程 是 否 有 ( 非 零 ) 有 理 数 解 ， 今后 我 们 不 妨 假定 二 次 型 f 
是 非 退 化 的 , 即 方 阵 Cai) 的 行列 式 不 为 0( 因 若 f 退化 ,由 线性 代 
数 的 二 次 型 理论 知 方程 (1) 可 等 价 于 一 个 变量 更 少 的 非 退 化 二 次 
型 方程 ). 

如 末 方 程 (1) 在 @ 中 有 解 , 则 它 也 是 实数 域 R 中 的 解 方程 
(1) 是 否 有 实数 解 则 容易 判断 : RT RK TE Cai, ) (不 妨 设 a; = 45; ) 在 
实数 域 上 可 以 对 角 化 ,使 得 对 角 元 素 为 士 1. 如 果 对 角 元 素 均 为 1 
〈 印 (cz 为 正定 的 ), 则 方程 (1) 有 实数 解 当 且 仅 当 0. 若 对 角 元 
素 均 为 一 1( 即 (a;) 负 定 ), 则 (1) 有 实数 解 当 且 仅 当 a 二 0. 最 后 若 
对 角 线 既 有 1 也 有 一 1( 即 (a;) 是 不 定型 的 ), 则 方程 (1) 对 任何 a 
均 有 实数 解 . 实数 解 的 判别 所 以 这 样 简单 ,根本 原因 是 ;实数 域 R 
为 8 对 于 通常 绝对 值 给 出 的 拓 朴 的 完备 化 距离 空间 ,所 以 在 R 中 
可 以 取 极 限 , 有 连续 性 概念 ,其 至 可 以 使 用 解析 工具 ( 微 积分 ), 人 
们 要 间 : 有 理 数 域 8 是 否 还 有 其 他 的 距离 概念 ( 即 衡 量 有 理 数 大 
小 和 彼此 距离 是 否 有 其 他 标准 ), 并 且 Q 对 于 这 个 拓 朴 作成 完备 
化 域 Q ,使 得 Q 中 有 解析 工具 ,从 而 容易 判别 方程 (1) 在 0' 中 是 否 
有 和解 ?进而 ,由 于 Q' 是 8 的 扩 域 ,所 以 方程 在 Q 中 的 解 自然 也 是 在 
中 的 解 . 反 过 来 ,如 果 我 们 构 作 了 许多 的 @' ,如 果 方 程 (1) 在 所 
有 的 Q 中 均 有 和 解 ,是 否 能 够 推出 方程 (1) 在 0 中 有 解 ? 
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哈 瑟 在 30 年 代 的 这 种 思考 是 有 基础 的 ,因为 在 1900 年 前 后 ， 
另 一 个 德国 人 Hensel(1861 一 1941, 库 默 尔 的 学 生 ) 就 已 经 迈 出 了 
第 一 步 ( 我 们 曾经 说 过 , 库 默 尔 在 研究 分 圆 域 中 单位 性 质 时 已 具有 
了 Hensel p-adic 思想 的 原型 ). Hensel 发 现 了 比较 有 理 数 大 小 的 
无 穷 多 种 不 同 的 距离 标准 , 称 作为 赋值 . 从 泛 函 分 析 中 我 们 知道 ， 
域 中 的 一 个 距离 是 一 个 映射 pg:F 一 R, 并 且 满 足 如 下 三 个 条 件 : 
对 a,bEF， 

(1) pa) 之 0, 并 且 g(a) 二 0 当 且 仅 当 a=0; 

(2) gab)=¢la)glb); 

(3) 〈 三 角形 不 等 式 )p(e 十 0) 委 VCa) 十 CD). 
有 理 数 域 对 于 通常 的 绝对 值 (ac)= |a| 满 足 这 三 个 条 件 , 并 且 0 
对 于 由 它 决 定 的 拓 朴 是 豪 斯 道夫 拓 朴 空间 ,其 完备 化 就 是 实数 域 
R. 现在 设 p 为 素数 ,对 每 个 非 零 整数 a, 令 p a( 这 表示 / 为 非 负 
整数 ,满足 pla, p ta. MAUL 是 a 素 因 子 分 解 式 中 pp 的 指 
数 ). Hensel Æ X v, (a) =.. # HS vw,(0)= 二 十 co. 最 后 ,对 每 个 非 
零 有 理 数 a= la, bE Zab % 0), EX v, la) =v,(a) —v, (b). R 
难 验 证 :v, 是 从 @ 到 ZU1{ 二 co} 中 的 映射 ,满足 

(1 ) v(a) 一 十 co 当 且 仅 当 w 一 0 

(2 ) v,(aB)=v,(a)+vu,(B); 

(3 ) v,(at+ 8) Smin(v,(a@),v,(P)). 
v, MUTE Q 上 的 p-adic 指数 赋值 . 如 果 取 一 个 实数 7,0<7<1. 令 
|a| =A OF aE), Wl, 是 从 8 BR 中 的 映射 (由 于 0 二 7 一 
1 ,我 们 可 认为 办 ”一 0, 即 10 ,一 0) ,并且 性 质 (1), (027 和 (3 ) 分 
别 变 成 如 下 三 个 性 质 :对 a, BEQ, 

(1) |a|,20,##H |a|,=0 当 且 仅 当 < 一 0; 

(2) |a@B|,=lal,* |8|,; 

(3) |a+B|,<max(la|,,/8|,)(<la|,+1Al,). 
这 就 表明 | |, 是 Q@ 上 的 一 种 距离 , 叫 作 8 的 p-adic 赋值 .而 a 和 6。 
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的 p-adic 距离 为 la 一 51,. 由 于 0 过 7 二 1, 所 以 对 于 p-adic 赋值 来 
说 ,一 个 整数 a 很 小 , 即 |al|,= 二 7Y*“ 很 小 ,是 指 v,(a) 很 大 , 即 a 被 
PA ERA. 例如 v3( 土 3)==1,v;( 土 5)==0, 于 是 | 土 3|; 二 7 
<1=Y=/(+5]|;. fAH|+3|,=1>7=|45|5. 对 于 不 同 的 素数 p 
和 9,p-adic 赋值 和 q-adic 赋值 给 出 完全 不 同 的 大 小 和 距离 概念 ， 
即 给 出 2 上 不 同 的 拓 朴 . 对 于 同一 个 p-adic 赋值 , 取 不 同 的 > 值 ， 
则 给 出 Q 上 同一 种 拓 朴 结构 ,我 们 把 不 同 取 值 7 的 所 有 p-adic W 
值 叫 作 彼 此 等 价 的 ,统称 为 8 的 一 一 个 素 除 子 , 并 且 就 表示 成 p. E 
们 均 叫 非 阿 ( 基 米 德 ) 素 除 子 ， 或 有 限 素 除 子 ， 它们 不 仅 满 足 三 角形 
不 等 式 ,而 且 满 足 比 它 更 强 的 不 等 式 
la+B|,<max(|al|,, |B|,), (2) 

所 以 比 通常 绝对 值 有 很 多 特殊 的 性 质 ( 非 阿 特性 ). 比如 说 : 

Alal, =£] Ml |a+8|,—max(le|,,|P],). 
ze A FIMES, O 上 任何 “三 角形 ”一 定 是 等 腰 三 角形 
(Gla—6|,¥la—c|, WB=WK |b—-cl, 必 为 la 一 51, 和 
la 一 c 1, 的 最 大 者 ). 以 a 为 圆心 r 为 半径 的 p-adic“ 圆 ” 是 满足 14 一 
x| Sr 的 所 有 有 理 数 r. 圆 内 任意 一 点 都 可 作 此 圆 的 圆心 , 即 若 
la—b| ,过 7, 则 这 个 圆 也 可 表 成 16 一 x | ,二 x. 

通常 的 绝对 值 | (的 等 价 类 ) 叫 作 阿 基 米 德 赋值 ， RERI, 
表示 成 ce. Hensel 证 明 有 理 数 域 上 由 此 给 出 T 438 TT AE AOE 
离 Bl 如 一 2,3,5,7,… 以 及 p= 二 00 为 GQ 上 的 全 部 素 除 子 . 以 它们 
为 基 的 自由 阿 贝 尔 群 叫 作 Q 的 除 子 群 ,每 个 元 素 叫 作 一 个 除 子 
(这 就 是 上 节 所 述 的 除 子 概念 ). 

||, 04 p-adic (p 进 ) 赋 值 ,是 因为 它 与 有 理 数 的 p-adic(p HE) 
展开 有 关 . 每 个 正 整 数 a 可 以 p 进展 成 

a=ap tcen p Heep" 
HH c; HER OSSP, HHE ce 二 0, FÆ pila, Bp v, la) =l, 
al =Y S BRIS BRA p-adic 指数 赋值 w, 因 为 它 的 定义 与 
Y 的 选取 无 关 ). 
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Q 对 p-adic 拓 朴 是 豪 斯 道夫 拓 朴 空间 ,其 完备 化 是 域 , 叫 作 
p-adic FUR, HARM 0,, 而 8 对 通常 绝对 值 的 完备 化 为 实数 域 RR， 
TERRO.. Q, 中 每 个 数 a 叫 p-adic RK, 4 a = 0 时 它 可 以 表示 
成 无 穷 p-adic 展开 


a 二 op 十 cp 十 一 十 Cp” 十 … 二 `> CaP" s 
n=l 


Bt c HARMS <p—1, M 1 (Fv, (a) =/). 如 果 p- 
adic 展开 是 周期 的 , 即 存 在 整数 上 和 xs(s 之 1), 使 得 当 net 时 ,cv+， 
二 cw. 则 a 为 有 理 数 (就 像 在 RR 一 Q- 中 有 理 数 都 是 循环 小 数 一 样 ). 
于 是 ,具有 非 周 期 性 p-adic 展开 的 p-adic 数 就 是 由 O 扩大 出 来 的 
(对 R= 二 Q., 非 循环 小 数 即 是 无 理 数 ). 
HF O, 是 完备 拓 朴 空间 ,在 其 中 (对 p-adic 拓 朴 ) 有 连续 性 概 

念 ,可 以 取 极 限 , 加 法 和 乘法 运算 都 是 p-adic 连续 函数 ,从 而 Q, 是 
拓 朴 域 , 非 阿 拓 朴 域 Q, 站) 有 简单 的 拓 朴 和 代数 结构 , 令 

Z,={a€Q,| la|,<1}={eEQ,|v,(a) 20}, 
由 非 阿 性 质 (2) 式 ,可 知 Z, 是 环 , 叫 p-adic 整数 环 ,Z。 中 元 素 叫 
p-adic 整数 .Z 为 Z, BT. JH Z, 是 Z 在 0 中 的 紧 闭 包 ,2, 的 
全 部 非 零 理想 为 

(p")=p"Z, (n=0,1,2,3,.…), 
其 中 (p")==p"2Z,={a€2 ,|v,(a) 之 n}={a€EZ,|v,(a)>n—1)} 
By Al Cp") ELIF MAM A. 这 些 理想 形成 0 的 基本 邻 域 系 ,所 以 
Q, 对 于 p-adic 拓 朴 是 全 不 连通 的 拓 朴 空间 . KZ, 的 可 逆 元 素 全 
体形 成 单位 群 表示 成 口 ,.U, 中 元 素 aC BP v,(a) 一 0 或 la|,==1) 叫 
p-adic 单位 . 群 U, 也 有 简单 的 代数 结构 : 

U ,一 W,X(1l 十 pZ,)( 直 积 )， 
其 中 W, 是 p 一 1 次 单位 根 组 成 的 p-1 阶 循环 群 , 子 群 1 十 pZ, 还 
可 细 分 出 一 些 更 小 的 子 群 

UT=1+p"Z, n=1,2,3,.). 
它们 也 是 又 开 又 闭 的 子 群 ,并 且 构 成 拓 朴 群 Q; 中 1 的 基本 邻 域 
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系 , 因 此 乘法 群 人 = 二 0, 一 {0) 也 是 全 不 连通 的 拓 朴 空间 . 

我 们 可 以 用 下 述 方式 证 明 U, 中 存在 p 一 1 次 本 原单 位 根 :对 
每 个 整数 a(1 志 a 声 p 一 1), 初 等 数论 有 a =1 (mod p")( 欧 拉 定 
m), Fg p")=p’—p’ |. Br a?" =a” (mod PFE v, a” 一 
a” yon, BM a” (一 0,1,2,…) 是 柯 西 序列 (由 于 非 阿 性 质 (2),O， 
FEB {Coscia co 为 柯 西 序列 , 当 且 仅 当 lc 一 cl 一 0, 即 
Vp fc 一 co 0) 一 十 co( 当 2 一 ce 时 ), 这 比 实 拓 朴 要 简单 ), 从 而 有 p- 
adic 极限 a,=lima”. 由 于 Q, 对 p-adic 拓 朴 完备 ,于 是 %%EQ,, 但 


是 v,(a’ )=p'v, (a) =0. 由 赋值 连续 性 ,v,(a,) 二 0. 即 a, EU,. 由 
F v, (a? Y? —1) n+ 1 (Bp a? =1 (mod p”11)) 取 极限 可 知 
af =1,B a <caxp-lD Be p—1 次 单位 根 . 易 知 这 户 一 1 个 
p-adic 单位 彼此 不 同 ( 因 为 a, 圭 a(mod p)) ,所 以 它们 当中 必 有 p 
一 1 次 本 原单 位 根 . 

我 们 用 这 个 例子 向 大 家 展示 p-adic 分 析 和 实 分 析 相 比 有 很 
不 相同 的 特点 .事实 上 ,在 CQ 上 (z 为 素数 ) 解 代数 方程 与 在 R= 
Q. 上 相 比 ,有 一 系列 风格 完全 不 同 的 方法 (Hensel 引 理 , 牛 顿 折 线 
法 等 等 ). 特别 地 ,在 8, 中 解 二 次 型 方程 (1) , 哈 瑟 采用 希 尔 伯 特 在 
《数论 报告 》 中 引入 的 希 尔 伯 特 符号 ,可 以 通过 简单 的 计算 ,相当 容 
易 地 判别 方程 (1) 在 8, 中 何 时 有 ( 非 零 ) 解 . 由 于 篇 幅 所 限 , 具 体 组 
Ty ARR. 

完全 类 似 地 ,对 每 个 代数 数 域 KR PW Ox 的 一 个 非 零 素 理 
AG. 对 每 个 0 AEE Ox, 主 理想 aOk 有 素 理想 分 解 式 k= [] Per 
(有 限 乘 积 ) ar20, X up (a) =apsvp(0) = +0, 对 每 个 0 ~ e= 
TEK, (a,b Ox), ve(a)=vp(a)— ve (6). HW vp WM K BY Z 


UtT+ee} 的 映射 ,并 且 满 足 前 面 的 条 件 (1 ~ 03). 仍 取 O<Y<1, 
对 “E 开 定义 lzlz 一 六 9 , 则 | 是 非 阿 赋值 ,vp 和 | je 分 别 思 天 
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的 P-adic 指数 赋值 和 P-adic 赋值 . 对 于 Ox WAAR P HQ, 
K 中 P-adic RA A P-adic 赋值 给 出 不 同 的 拓 朴 结 梅 ,天 对 P-adic 
赋值 的 完备 化 表示 成 天 ,于 是 有 无 穷 多 个 非 阿 完备 赋值 域 K, OP 
过 Ox 的 所 有 非 零 素 理想 ) ,集合 
Or p= {aE K |vup(a) 20} = {aE K |vp(a) >— 1} 

EMI MAW RHE K 的 P-adic 整数 环 , 它 的 所 有 非 零 理 想 
WP” 到 Ox.p 的 扩充 PrOkp(2 一 0,1,2,…) 存 在 元 素 厅 GOr p, 使 
得 vp HI) =1, 9% I X P-adic 素 元 , 则 POk,p= C" ) = l'Oke. 于 
是 Ox.* 是 主 理想 整 环 ,并且 (1) 是 Ox,z 的 惟一 极 大 理想 ,从 而 Ox.r 
是 局 部 环 ( 对 于 Oc, RAK 的 理想 类 数 h(k) 为 1 时 才 是 主 理想 整 
环 ,所 以 Okn 比 Ox 的 环 结构 要 简单 许多 ) ,我 们 也 把 Kp 叫 作 局 部 
域 .或 叫 作 天 在 书 处 的 局 部 化 .除了 这 些 非 阿 局 部 域 之 外 ,天 还 
有 一 些 对 阿 基 米 德 赋值 的 完备 化 域 . To, 1i<n) BK BIC HK n 
个 嵌入 ,n= 二 LK : QO) PRM TERRA, Mr. HAARA, 
ryt ors = 150, 45 = 6, 47,4; 1S jr) iG | | 为 通常 的 绝对 值 , 则 对 
每 个 i(1 坟 1 二 nn) ,定义 


[afou = |a; Ca) | (QEK), 
则 | oE K 的 阿 基 米 德 赋值 . FET EK, 
la leo ti = | o+; Ca) | 一 |nr Ca) | 一 | Or +i Ca) | = 


lol trto PT EA | loor 4 和 | [oo tra Æ E FE A RAL. 可 以 证 明 : 
| foc, ASIST r) Ah K W rar 个 不 同 的 拓 朴 . Ff AK 对 ||.， 
的 完备 化 前 r 个 为 实数 域 R, 后 r: 个 为 复数 域 C, 所 以 玉 Ar, 个 
KMM r 个 复位 .R 和 C 也 叫 玉 对 实 位 和 复位 的 局 部 化 ， 表示 成 
天 一 尼 (1 生 委 站 )), 天 -一 CO 十 1 过 ) 委 十 r )， 

WRK 上 的 二 次 型 方程 (1) 在 天 中 有 非 零 解 , 则 对 每 个 位 P 
《包括 阿 基 米 德 位 ce;(1 委 : 委 六 十 王 )), 它 也 是 局 部 域 K 中 的 非 零 
解 (因为 玉 r 之 天), 哈 瑟 证 明了 反 过 来 也 成 立 . 
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定理 RAA K 上 的 二 次 型 方程 (1) 在 天 PR GES) 
当 且 仅 当 方程 (1) 在 每 个 局 部 域 Kp( 包 括 K 的 所 有 阿 基 米 德 位 P 
一 co) 中 均 有 ( 非 零 ) 解 . 


可 以 证 明 : 对 每 个 方程 (1), 它 在 几乎 所 有 局 部 域 Ke 中 均 有 
解 ( 几 乎 所 有 是 指 除 了 有 限 个 天 > 之 外 ), 所 以 即使 局 部 域 是 无 限 
多 个 ,我 们 只 需 考 查 方程 (1) 在 有 限 个 局 部 域 中 是 否 有 解 , 而 在 每 
个 局 部 域 中 ,可 以 用 和 希 尔 伯 特 符号 的 简单 计算 就 可 判别 方程 (1) 是 
TAR. 这 就 给 出 判别 方程 (1) 在 域 KK 中 是 否 有 和 解 的 一 种 好 方法 . 

比如 说 ,着 Fzi，…z) 是 系数 属于 天 的 非 退 化 二 次 型 ,可 以 
证 明 , 当 & 之 4 时 ,对 每 个 weE 天 ,方程 f(x1,…,x) 二 a 在 每 个 非 
阿 局 部 域 中 有 解 , 由 于 它 显 然 在 C 中 有 解 ,所 以 若 天 不 是 实 的 数 
域 ( 即 天 RH RFR), WY ASA BY fra) =a HE K op 
必 有 和 解 , 即 Faris Xk) 可 表示 K 中 每 个 非 零 元 素 , 而 当 KER 
时 ,f(x ,… ,Xi) 二 a(aE€ KR") 在 KK 中 有 解 当 且 仅 当 此 方程 有 实 解 . 

类 似 地 , 若 RSS f(z. ,xz) 在 每 个 非 阿 局 部 域 Ks 中 可 
表示 OCB f(z, 5°27.) =0 E Kp 中 有 非 零 解 ) ,所 以 若 天 不 是 实 
的 , 则 当 k25 时 f lxi 5.24) =0 在 K 中 必 有 非 零 解 . i KOER, 
WW R25 Sard =0 EK PATER BY AY SER 
定 的 二 次 型 . 


了 哈 琶 的 这 种 方法 在 后 来 的 数论 研究 中 得 到 普遍 的 应 用 . 如 果 
数 域 天 (也 叫 整体 域 ) 上 的 一 个 性 质 是 局 部 性 质 , 则 到 局 部 域 Kp 
上 去 考虑 ,问题 常常 变 得 简单 . 或 者 把 在 所 有 局 部 域 及。 上 的 信息 
收集 起 来 ,试图 得 到 整体 域 中 的 某 些 结论 ,这 种 思想 后 人 称 之 为 哈 
a AY Je a 整体 原则 ， 关于 二 次 型 的 上 述 结 果 是 使 用 这 种 原则 的 最 
漂亮 结果 ， 对 大 多 数 情形 还 会 更 复杂 些 . 例如 对 有 理 数 域 上 的 方程 

jz) 一 (z 一 13)(z2 一 17)(z2 一 221) 一 0. 
这 个 方程 显然 有 实数 解 ,因为 V13,VY17 和 v321 均 为 实数 . 由 
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Hensel 定理 可 以 证 明 : 对 于 <EZ， 
(1) 若 a=l1(mod 8), 则 方程 =a 在 0,; FARR. 


(2) 对 于 奇 素数 p, 则 当 =] 时 ,方程 x* 一 a 二 0 E Q, P 
有 人 解 . 
由 于 11=1(mod 8) ,所 以 以 上 方程 在 O。 中 有 解 . 由 | 3 = 


a 
p 


fo =1AWLARE QM Q PYAR. 4 p A1317 SF 


的 奇 素数 时 , 若 | > | 一 1 或 | H] <1, 1350 R a170 
13 17 221 13\ {17 

在 2, taR G) ——1 aul) = FFL 
而 z —221=0 Æ Q, 中 有 人 解 .于 是 上 方程 在 0@, PHAR. 这 表明 
上 方程 在 8 的 每 个 局 部 域 中 均 有 解 ,但 是 它 在 CO 中 显然 无 解 , 因 
为 v13 ,v17 和 v221 都 不 是 有 理 数 . 

关于 局 部 域 以 及 局 部 域 与 整体 域 的 各 种 联系 ,已 有 相当 完整 
的 理论 ,也 发 现 了 用 局 部 域 K 的 内 部 性 质 刻 划 K 的 所 有 阿 贝尔 
扩张 的 理论 , 叫 局 部 类 域 论 ( 它 比 研究 数 域 阿 贝尔 扩张 的 整体 类 域 
论 要 简单 许多 ). 这 些 局 部 域 理论 对 后 来 数论 研究 起 很 重要 的 作 
用 . 
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53.3 有限 域 上 函数 域 的 算术 
(20 世纪 20 一 40 年 代 ) 


Hensel 的 赋值 理论 在 数论 中 发 展 成 局 部 域 的 理论 .局 部 化 方 
法 和 局 部 -整体 原则 . 后 来 又 发 展 出 p-adic 分 析 作 为 研究 数论 的 重 
要 工具 .在 本 节 中 我 们 要 介绍 赋值 理论 对 几何 学 的 重要 影响 ,以 及 
代数 几何 学 在 20 世纪 40 年 代 如 何 与 代数 数论 交织 在 一 起 ,产后 
出 算术 几何 这 个 交叉 性 分 支 . | 

在 古代 ,数论 是 依 属于 几何 的 , 数 用 对 几何 图 形 的 测量 体现 出 
来 . 无 理 数 的 发 现 也 是 古 希腊 几何 学 的 产物 ( 边 长 为 1 的 正方 形 对 
角 线 长 度 ). 到 了 18 世纪 , 随 着 对 整数 研究 的 不 断 深 入 ,数论 才 形 
成 学 科 而 与 几何 学 相对 独立 . 19 世纪 代数 数论 的 发 展 ,使 数论 更 
加 独立 而 脱离 几何 的 轨道 ,但 是 赋值 论 又 把 它们 联系 在 一 起 ,而 这 
次 是 数论 得 到 很 大 的 发 展 ,几何 向 数论 靠近 . 

议 f(x,y)ERLx,y], 即 f(x,y) 是 实 系数 多 项 式 ,方程 f(z， 
y)=0 是 坐标 平面 上 的 一 条 曲线 ,这 条 曲线 所 有 点 组 成 RE 的 一 个 
子 集 合 , 就 是 f(r.y)=0 的 全 部 实数 解 ,这 是 几何 学 研究 对 象 ,如 
AR fas Wl EZ ary], WEE Say) = 的 全 体 整数 解 ,就 是 数 
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ie. ik BEH He SEA CF. Klein) 的 观点 (Erlanger 44), JL 
何 学 是 研究 某 些 对 象 在 某 个 群 作用 下 不 变量 的 理论 ,代数 几何 学 
是 研究 域 F 上 代数 方程 组 的 解 的 性 质 . 设 fi(xi， rE Flax ’ 
(< 和 2 , 则 方程 组 Si (ay or xr =O FPA 
公共 解 全 体形 成 下 的 一 个 子 集合 , 叫 作 代数 得. 一 维 代数 能 就 是 
玉 上 的 代数 曲线 ,这 些 代数 簇 是 代数 几何 的 研究 对 象 ,代数 几何 的 
作用 群 是 代数 簇 之 间 的 双 有 理 变 换 群 . 

设 V AV, ERE ESA, 是 由 E 中 关于 zi， 
se 5.0, 的 代数 方程 组 (1 ) 定 义 的 ,V; 是 由 E” 中 关于 yi Ym 的 
代数 方程 组 (1 ) 定 义 的 . 如 果 存 在 双方 的 有 理 变换 


x Siit Yn) _ Elasta) 
! giye Nm) vı G Cris, ” 
eG ere ee, F(X ,XT,) 
i Vn 
Bn (Ys Ym) Gia (219° La) 
其 中 | 
f(y Ym) EV yn) CEL yite ,yn ASIn), 
F(x Zn) Gi lri tt Ln) E Elre ,| (1<A< 7 ) ， 
使 得 


(1) A yy s**t Vn) = Cay an) 是 代数 得 V, 的 一 个 点 ( 即 它 
是 方程 组 ( I ) ZEKE 中 的 一 个 解 ), 并 且 ACTA an) SE ISS 


n) LER ABP EERABR SS yr, — Ti) E 


gila; sam) 
V, 的 点 ( 即 为 方程 组 ( I ) FE E 中 的 解 ). 同样 地 , 若 C21 9° ,A,) 
一 (0 ) 是 Vi 的 一 个 点 ,并 且 G; (6, 5° sba) AE 01S j<m), 


F; Cbi, 
则 y= pS ISJIM EÈ Va 上 的 点 


(2) 除了 一 个 低 维 子 代数 能 ( 即 除去 使 双 有 理 变换 中 有 理 函 
数 的 分 母 为 0 的 那些 点 ) 之 外 ,上 面 变换 给 出 互 逆 的 映射 
这 时 称 代数 秘 , MV: 是 双 有 理 等 价 的 ， 由 定义 可 知 ， 对 于 
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RABSHMARRE, 定义 它们 的 两 个 方程 组 在 域 中 的 解 
本 质 上 通过 双 有 理 变 换 是 一 一 对 应 的 (所 谓 “ 本 质 上 ”是 指 除 去 
使 双 有 理 变换 中 有 理 函 数 的 分 母 为 零 的 那些 点 ). 换 句 话说, 从 一 
个 方程 组 在 E 中 的 全 部 解 本 质 上 (通过 有 理 变 换 ) 可 得 到 另 一 个 
方程 组 的 全 部 解 . 这 就 是 研究 代数 篮 双 有 理 等 价 分 类 的 原始 
动机 . 

代数 几何 的 基本 问题 是 对 代数 簇 进行 双 有 理 等 价 分 类 :如 何 
FPS REE WARS? 这 就 需要 研究 代数 复 的 双 有 理 
不 变量 和 不 变性 . 一 个 直观 上 易于 接受 的 双 有 理 不 变量 是 代数 簇 
的 维 数 ( 但 是 要 严格 证 明 双 有 理 等 价 的 代数 秘 有 相同 的 维 数 ,其 至 
对 维 数 作 严 格 的 数学 定义 都 是 不 简单 的 ) ,于 是 ,曲线 只 能 和 曲线 
双 有 理 等 价 . 曲线 的 另 一 个 重要 的 双 有 理 不 变量 叫 作 亏 格 
(Cgenus) ,是 由 黎 曼 发 现 的 , 它 是 非 负 整 数 . 亏 格 为 0 的 曲线 即 是 直 
线 和 二 次 曲线 ,它们 形成 一 个 等 价 类 . 而 对 每 个 正 整 数 g, 亏 格 为 
z 的 曲线 仍 分 成 无 穷 多 等 价 类 . 高 维 代数 簇 的 分 类 更 加 困难 ,至 今 
也 没有 解决 . 

我 们 举例 说 明 二 次 曲线 在 任何 域 上 都 双 有 理 等 价 于 直线 . 
BV, 是 平面 F* 上 的 单位 圆周 x 
十 y 二 1,V, 是 直线 下 (以 1 为 变 
量 ,没有 方程 ). 过 点 A 二 (一 1,0) 
作 和 斜率 为 1 的 直线 

li:y=t(X 十 1). 
这 条 直线 和 单位 圆 有 两 个 交点 :A 
和 B. 容易 算出 点 B 为 (x,y) = 


] 一 上 
Terre): 当 和 斜率 + 过 下 中 


所 有 元 素 , 则 点 B 走 过 单 位 圆周 
上 除了 A 之 外 的 所 有 点 . 因此 ,单位 圆 除了 点 4 之 外 ,和 六 直线 在 
双 有 理 变换 下 一 一 对 应 ,变换 为 

a dd 


l: y¥=t(x+1) 


1+’ —_Y l 
2t x+i 
VIF’ 


设 C:JCX,Y)=0 是 域 尺 上 一 条 代数 曲线 ,其 中 (X,Y)E€ 
FLX ,Y J, He C 的 函数 域 为 F(C)=F(z,y), KP va 和 2 满足 代 
数 方程 f(x,y)==0. 于 是 y 在 有 理 函 数 域 =F) EERE. 
ph i FO =k EA HRR R k 的 有 限 扩 域 ,这 就 象 代数 数 
域 是 有 理 数 域 8 的 有 限 扩 域 一 样 .19 世纪 随 着 代数 学 (特别 是 域 
论 ) 的 发 展 ,发 现 曲 线 C 和 曲线 C; 在 域 尺 上 双 有 理 等 价 ,本 质 上 
WM FETA ARR PCCD A PCC) Fé F 同 构 的 ( 即 同 构 将 上 
每 个 元 素 保持 不 变 ). 这 就 把 几何 问题 代数 化 ,集中 到 对 函数 论 的 
研究 . 由 于 隆 数 域 和 数 域 的 类 似 ,19 世纪 末期 狄 德 金 和 Kronecker 
开始 用 代数 数 域 的 思想 研究 这 些 函 数 域 . 

最 基本 的 数 域 和 函数 域 分 别 是 有 理 数 域 Q 和 有 理 函 数 域 & 一 
F(x) ,而 一 般 的 数 域 和 函数 域 分 别 是 它们 的 有 限 扩 域 . 有 理 函 数 
域 中 的 多 项 式 环 玉 Lzj 类 比 于 有 理 数 域 中 的 整数 环 Z. 它们 都 是 主 
理想 整 环 , 从 而 都 有 惟一 因子 分 解 性 CUFD). FLzxj 中 的 首 1 不 可 
约 多 项 式 相 当 于 Z 中 的 素数 . Fle lA Z 的 单位 群 分 别 为 F =F 
‘0} 和 { 土 1}. 于 是 FLxj 中 每 个 非 单 位 非 零 ( 即 次 数 之 1) 的 首 1 多 
项 式 f(x) 惟 一 地 表 成 有 限 个 首 1 不 可 约 多 项 式 乘 积 : 

F(x) = pi (ar) p, (xr), 
其 中 p. (2) ASi<g) & F[x] 中 不 同 的 首 1 不 可 约 多 项 式 . 

WK/ HERP KA=F(c)) DK BRR. 可 以 定义 KK 
中 的 整 元 素 a, 即 a 是 某 个 首 1 多 项 式 (VY) =Y"+a,_,¥" feet 
a 的 根 ,其 中 ELz]j, 玉 中 的 整 元 全 体形 成 环 , 叫 作 天 的 整 元 
环 , 和 数论 中 一 样 表示 成 Ok, 它 也 是 狄 德 金 整 环 , 即 非 零 理 想 均 惟 
一 表 成 有 限 个 素 理 想 之 积 .Orx 是 秩 为 [LK :&] 的 自由 FF[x]j 一 模 ， 
从 而 也 有 整 基 概 念 . | 
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Hensel 的 赋值 理论 是 受 函 数 在 一 点 处 台 劳 展开 式 的 局 发 , 现 
在 又 用 于 研究 函数 域 . 对 F(x) 的 每 个 首 1 不 可 约 多 项 式 p= 
p(X), 可 以 与 数 域 情 形 一 样 构 作 p-adic 指数 赋值 , 即 对 0 ee 
F(x), Æ X v, la) =a, ÈH p la, fs wv,(0)= 二 十 oo ,然后 可 类 似 
VE p-adic 赋值 |a|, 二 7 中 (0 二 7 二 1). FÆ R=F (ze) PRESSE p- 
adic 赋值 ,不 同 的 p 给 出 域 & 完 全 不 同 的 p-adic Hth. 最 后 ,对 0 
aEF[zx], 记 vw (a) 二 一 dega( 多 项 式 & 的 次 数 ), 而 vw 号 
Za) 一 we (B). 可 以 证 明 vo i ETE ROR A = PAE, M fal. = 


7 (0<7<1) 也 是 上 的 赋值 , 叫 oo-adic 赋值 . 注意 中 超越 元 
z+ 的 选取 方式 可 以 有 许多 种 ,如 果 取 :一 寺 为 新 的 超越 元 ,一 


FO) 对 于 F[z] 中 多 项 式 可 代 和 人 ?一 二 : 
Foz) 一 十 cz 十 十 (a; Fa, X 0) 


— 
— 


=at“ -十 … St Cage" Hatt etan). 


于 是 w- N=—n=ut). BN co—adic 赋值 就 是 t-adic 赋值 . 所 以 可 
a 
号 = 一 | 去 | 
对 于 一 般 的 函数 域 玉 , 可 象 数 域 情形 那样 ,对 Ox 的 每 个 非 零 
素 理 想 P 构 作 P-adic 赋值 (由 于 Ox 为 狄 德 金 整 环 ) ,将 K 的 子 域 


k 中 超越 元 x 换 成 :一 二 ,天 中 又 可 构 作 出 一 些 新 的 非 阿 赋值 . 
现在 我 们 取 F ya F.(q=2",p 为 素数 ), 则 函数 域 扩张 


KK/k(k 二 F(x)) 与 数 域 扩 张 的 类 比 还 可 以 走 得 更 远 . 设 P 和 .多 分 
AA Ox H OSF, BEE REE. FE P| ACB P Æ Ox pH 


E Ox HRAFN FEARR RRAS- EEL 是 有 限 


域 Fx (多 为 主 理想 (p (zx)), 而 d=degp (x), HA f= 
[Se Ds S | 有 限 ， FUP Yt 2 KARARKA, BRR (PIP). 
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同样 地 ,车 POr 二 Po Ml e, M Pat P 的 分 歧 指数 .车 PO 
二 Pa.…ps， 其 中 POLL) H O 的 不 同 素 理想 ,我 们 也 有 


S P/P) f(P,/PI=LK :有 和]. 另 一 方面 ,可 以 证 明 所 有 p-adic 


赋值 (p 过 Fs[z] 的 全 部 首 1 不 可 约 多 项 式 ) 和 | $| -adic 赋值 是 4 
=F,(zx) 的 全 部 赋值 ,对 应 素 除 子 表示 成 p 和 oo. 而 K 的 所 有 赋值 
为 P-adic 赋值 (P 过 Ox 的 所 有 非 零 素 理想 ) 以 及 由 上 的 | 二 | -adi 


赋值 扩充 到 K 的 一 些 新 的 赋值 ,它们 都 是 非 阿 赋值 ( 即 F, 为 常数 
Ji AY RRO K 中 没有 阿 基 米 德 赋值 ). 

最 后 ,Ok 的 分 式 理想 群 与 主 分 式 理想 子 群 的 商 叫 作 Ox 的 理 
想 类 群 ,表示 成 CGOk), 可 以 证 明 这 是 有 限 阿 贝尔 群 , 其 阶 ACOk) ` 
叫 天 的 理想 类 数 , 它 的 意义 和 数论 中 一 样 :h(Oxk)= 二 1 SAMY 
Ox 为 惟一 因子 分 解 整 环 (UFD). 

在 函数 域 中 还 有 另 一 个 “类 数 " 概 念 . 让 我 们 以 《= 二 F(x) 为 例 
说 明 这 个 概念 .& 中 每 个 非 零 有 理 函 数 均 可 写成 


— gaT) ieg 
fe Gh (aye 


FP eg DAS AMA (DAS j<a# F Lr) PRIA A s+ 
t 个 首 1 AANA HK. e; A21. 这 时 ,我 们 称 f 在 位 g;(x) 处 有 
阶 零点 ,而 在 位 及 (xz) 处 有 为 阶 极点 . 也 就 是 说 ,对 F,[z] 的 每 个 首 
LAR ABW p= plz). Gv, (a)=—e>0, WK a Ep hae HE 
A. A v,(a)=—e,e>0, 0 a  p 处 有 e BRA. deg p(x) WE 


Fiz] _ 四 
素 除 子 P BY BL HE ooy = Feee A M degp (r) = 


Ei : ,|. 最 后 对 +, EE FTE AR WER 


Fon KAA 1. 而 | 
v(f)=~— deg (g9 ergs) + deg (hieerhx) 


e 8&7» 


一 一 yw (f) + degh; 一 Sy, (f) + degg,. 


j= 1 


这 就 表明 [|v degs = 0, RF PHA 二 F(x) 的 所 有 素 除 子 
(包括 p = o). 
现在 对 常数 域 为 F, HERRAR KK 的 所 有 素 除 子 为 
基 生 成 的 自由 阿 贝尔 群 叫 作 K 的 除 子 群 ,表示 成 D(K). 其 中 元 
素 唯一 表示 成 
A= || Po ARRE), e, € Z， (x) 


叫 作 K 的 一 个 除 子 , 当 尸 为 有 限 素 除 子 ( 即 已 是 Ox 的 非 零 素 理 


想 ) 时 ,定义 PP 的 次 数 为 degP = [党 : F, | 而 PP 的 范 为 N(P)= 
=q". 对 无 限 素 除 子 可 类 似 定义 degP 和 NCP). 
对 于 由 (x ) 式 表示 的 除 子 4 则 定义 

deg4 = Siep+degP,N(A) = J] N(P)*. 


则 零 次 除 子 全 体 为 DCK) 的 子 群 , 记 为 D'(K). 进而 ,对 每 个 0 A 


div(f) = [[ Pe? ERRE) 


称 为 主 除 子 . 可 以 证 明 : 主 除 子 的 次 数 为 零 ,并 且 全 体 主 除 子 构成 


D'(K) 的 一 个 子 群 ,表示 成 PCK). OG EL LO 


Pa] Dl 尔 群 , 叫 作 天 的 除 子 类 群 ,表示 成 C(K). CHR ACK) = 
ICCK)| 叫 作 大 的 除 子 类 数 . FE: ACK)=1 RN KERE 
零 次 除 子 都 是 主 除 子 . 
于 是 ,在 函数 域 由 有 两 个 类 群 和 类 数 概念 ,理想 类 群 CC(Ox) 
和 类 数 h(Ox) 来 源 于 数论 ,用 来 刻 划 整数 环 Ox 的 性 质 . 而 除 子 类 
HE CCK) 和 类 数 h(K) 则 来 源 于 函数 论 和 几何 学 :给 了 一 些 正 整 数 
a HRe ' 


Rer 


dist yds bs sb, 和 天 的 一 些 素 除 子 Py Qi 使 得 


adegP, = Slo denQ,. EBH K 中 找到 函数 fN fE P, 


处 有 a; MEA A<r), Æ Q AA Ob KRAAS), MA 
他 素 除 子 处 既 无 零点 也 无 极点 ? M SRE EH 4AM ACK) 
=]. 

FH YE A eR HE S| AATAKE BRB ACK) 
=h (Ox) * R(K), HP RCK) OE KAR K 的 regulator. € tE Æ 
由 Ox 的 单位 群 中 基本 单位 系 所 决定 的 ,但 它 是 一 个 整数 (而 数 域 
的 regulator 通常 是 一 个 复杂 的 无 理 数 ). 因此 hC(Oxr)|h(K). 今 后 
我 们 主要 谈 除 子 类 数 ACK). 

能 否 象 数 域 情 形 找 到 h(K) 的 解析 计算 公式 ? 数 域 K 的 类 数 
解析 公式 是 由 狄 德 金 zeta 函数 

bxls) = D)NCA)™ 
在 ;二 1 处 的 留 数 给 出 的 (其 中 4 过 Or 的 所 有 非 零 整 理想 ). 类 似 
地 我 们 可 以 构 作 国 数 域 K 的 zeta 函数 

SG) = XNA), 
其 中 4 过 天 的 所 有 整除 子 , 即 A= Poe Pye 121, HF NCA) 
=q", BY ith 

Ekl) = Sign’ = Slag (Re(s) > 1), 
其 中 a, AK 中 次 数 为 n 的 整除 子 个 数 . 可 以 证 明 这 个 级 数 在 Re 


Cs) >1 Wf. 由 于 N(4B) 一 N(A)N(B), 所 以 它 也 可 展开 成 欧 
拉 无 穷 乘积 的 形式 . 


fx(s) = [[a NP Re), 
P 
RP PUK WAGED RR (EG HRA, G U =q, 
则 这 个 zeta KAER T 
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Zx(U) = 》 Cae4 = >》 am 
— [| a 一 Dee (IU | <5. 
现在 我 们 计算 k=F, (a) H zeta 函数 . 首先 用 乘积 表达 式 把 无 


限 素 除 子 = 一 | 二 | 和 有 限 素 除 子 (p(z)) 分 开 ,由 于 deg (oo) =1, 


所 以 
ZU) = 一 (1 一 CD [j a Ur. 


六 


li HT 7deg4 

= gio yu, 
RPI 是 对 有 限 素 除 子 求 积 ,> EX O = F,[xj HARA, 
每 个 理想 4 由 首 1 多 项 式 生成 . 而 [zx] 中 发 次 首 1 多 项 式 共 g 


个 ,于 是 
T) = 1 ° "A 1 | 

60) = TG 2 < 一 DIGG 一 CD) 

BU ZU ) 是 非常 简单 的 有 理 函 数 . 而 
1 
“Tg Ig 
MER K 是 以 F, 为 常数 域 的 任意 函数 域 . 则 天 一 已 (zyy)， 

其 中 f(x,y)==0, 而 f(X,Y)EF,[X,YJ. 于 是 尺 是 曲线 C.;f(X， 
Y)=0 在 F, 上 的 函数 域 . 曲线 C 的 亏 格 g(C) 也 叫 作 函 数 域 的 
TH RAM gK). 利用 几何 上 一 个 重要 结果 : 黎 曼 - 洛 赫 定理 ， 
证 明了 对 任意 这 种 函数 域 KK,Zxk(U) 均 是 U 的 有 理 函 数 ,并 且 分 


母 均 为 (1 一 U)(1 一 gU), 即 


LW) 
- 了 = 
FD 0 


其 中 LU) =1l+taUteU +++ eca UEU], BM c, 均 为 有 理 整 

数 , 并 且 c= ,而 & 是 域 天 的 亏 格 g(K). 由 于 k= 二 F(x) 是 直线 

HY) PA R.A A SS ROH OO, BD s(&) 一 0, 因 此 Zr (U) = 
。90 。 


FETAL faa $k Sab ct: yn: ne ct 


ee es re A 人 
GU) dq)? 与 前 面 计算 结 采 符 全 3 


LU) = || a — wU). 
HF LOU) RA 1 ,而 w Ai 2g) EER 2 个 根 的 倒 


数 . 可 知 wdic2g WERE 
利用 黎 曼 - 洛 赫 定理 还 证 明了 : 


定理 LL(1) 二 h(K) 即 KK 的 除 子 类 数 为 
2g 
ACK) 一 1 十 ci 十 … 十 cy +9 = Ia- w». 


=} 


由 于 ACK) EER, H Z,.U)=LU)/A—-U) A —gU) FT Al U= 
LEZ. (CD) 的 单 极点 ,并 且 留 数 为 


resZk U) =limU — 1) 2x (U) = 


再 由 MK) =R(K)h(Ox). 可 知 
R(K)hACOn,)=h(K)=(q—1) ° resZx(U). 


LQ) _ ACK) 
一 1 q~1' 


如 果 能 把 Zx (U0) 在 U=1 HW BRB HAW ACK) (RR 
(K)h(Ok)) 的 解析 公式 . 与 数 域 情形 类 似 , 理 想 类 数 有 (Ok) 和 reg- 
ulator RCK) 仍 旧 混 在 一 起 . 1924 年 , 阿 廷 的 博士 论文 就 是 用 此 法 
得 到 二 次 函数 域 KOPEK :有 二 2) 的 类 数 公 式 . 

以 上 叙述 的 函数 域 结 果 是 在 20 世纪 前 30 年 作出 的 ,这 些 结 
采 与 数 域 情形 非常 相似 , 即 是 函数 域 的 算术 理论 . 从 此 之 后 ,有 限 
域 上 单 变量 代数 函数 域 (今后 简称 函数 域 ,几何 上 它 是 有 限 域 上 代 
数 曲 线 的 函数 域 ) 和 数 域 常 常 同 时 (或 平行 地 ) 加 以 研究 ,它们 统称 
为 整体 域 , 它 们 对 某 个 素 除 子 的 局 部 化 都 叫 作 局 部 域 . 比如 说 , 关 
于 二 次 型 的 哈 伙 定理 对 于 K x R th, A. 即 : 若 (xis*…, zy) 


= = da xix; 是 函数 域 K bw CEK) WHET 0 二 a€ 


e gl， 


天 ,方程 Cr 在 K 中 有 解 当 且 仅 当 对 K 的 每 个 素 除 
子 已 ,方程 在 局 部 域 Kp PHAR. 类似 地 ,f 在 民 中 可 表示 0( 即 
flap Xt) 二 0 在 KK 中 有 非 零 解 ) 当 且 仪 当 了 在 每 个 局 部 域 KK。 
中 可 表示 O. 

函数 域 不 仅 是 数论 对 象 ,也 是 几何 对 象 ( 它 是 代数 曲线 的 函数 
域 ) ,所 以 希望 对 函数 域 算术 人 性质 的 研究 能 得 到 代数 几何 学 的 结 
果 . 人 们 经 过 20 世纪 前 30 年 的 实例 考查 ,终于 在 40 年 代 得 到 重 
大 成 果 . 而 这 个 成 果 和 和 希 尔 伯 特 的 一 个 问题 有 关 . 


考 it 
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[ 2 ] H. Hasse, Number Theory, (第 三 版 ) Akademie-Verlag, 
1979. (详细 讲述 数 域 和 函数 域 的 数论 性 质 . ) 


$ 3.4 韦 依 定理 一 函数 域 上 的 
黎 曼 猜想 (20 世纪 40 ER) 


希 尔 但 特 第 8 问题 是 :在 有 理 数 域 和 有 理 整 数 环 Z 上 的 数论 
.问题 (如 黎 曼 猜想 ， 素数 分 布 和 哥 德 马 共 问题 等 ) 能 否 推广 到 任意 
数 域 K 和 它 的 整数 环 Ox E? | 
20 世纪 初期 ,德国 数学 家 Landau 等 人 使 用 解析 数论 工具 ,得 
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到 tx(s) 的 一 些 与 黎 曼 zeta 函数 5(s)(==to(s)) 类 似 的 解析 性 质 ， 
把 素数 分 布 的 重要 结果 平行 地 推广 成 Ox 中 素 理想 分 布 结果 . 对 
于 每 个 代数 数 域 天 ,人 们 也 提出 了 相应 的 (广义 ) 黎 页 猜 想 , 即 


kxGs) 的 非 平 凡 零点 都 在 直线 Re(s) 一 之 上 .但 是 目前 对 任何 一 
个 数 域 ( 包 括 Q@) 都 没有 解决. 可 是 在 20 世纪 40 年 代 , 函 数 域 上 类 
似 的 黎 曼 猜想 却 得 到 证 明 . 
由 于 EOK 为 函数 域 ) 是 9 一 的 有 理 函 数 , 所 以 解析 延 拓 已 
不 成 问题 . 利用 黎 曼 - 洛 赫 定 理 可 以 得 到 tx(s) 的 函数 方程 .: 
Ek (s) = qe VUE, —s). 
这 也 相当 于 
2g—2 l 
Ze = VGU) Zk | mae 


由 于 


LW) 
Zk(U)= (1—U)(—qU)’ 


LU) =1+¢U + H cep U” 
= ike — wU) € ZU], 
从 而 得 到 2g 次 多 项 式 LU) 的 函数 方程 
LU)=W/ GUL ay). 
于 是 得 到 多 项 式 系数 (有 理 整 数 )c, 和 根 的 倒数 w 有 关系 
Cog- = ‘ct OIK) (eo=15€,= 9"). 
从 而 ZK ) 和 cx(s) 由 g£ 个 有 理 整 系数 C19C29 9Cg 所 完全 决定 . 而 
Úa — wU) = Úi — tu]. 
从 而 适当 调整 w, 的 次 序 , 可 以 使 得 
Weop-i41Wi=q Uie). 
BR 2g 个 zw 可 分 成 g 对 ,每 对 rw 相 乘 均 为 5. 
。03 。 


接 下 来 便 是 韦 依 (A. Weil, 1906—1998) 的 一 个 重要 猜想 . 
1939 年 二 战 爆发 前 夕 , 韦 依 在 法 国 斯 特 拉 斯 堡 教书 ,和 H. Car- 
tan,J. Dieudonné 等 人 创建 了 布尔 巴 基 数 学 小 组 . 二 战 爆发 后 遭受 
许多 售 险 (被 指控 为 苏联 间谍 关 进 监狱 并 差 一 点 被 枪 壬 ), 于 1940 
年 到 了 美国 ,在 美国 研读 高 斯 的 两 篇 文章 ,研究 有 限 域 上 费 马 曲线 
7" 十 y 二 1 和 Artin-Schreier 曲线 yy 十 y= 二 f(T)(f(r)EF,[zxj]) 的 
pai Bx Jak. 用 高 斯 和 计算 出 这 些 孙 数 域 的 zeta 函数 . 在 这 些 计算 的 
基础 上 他 于 1940 年 的 一 篇 短文 中 提出 如 下 的 猜想 ， 


韦 依 猜想 ”对 常数 域 为 F, 的 每 个 函数 域 KYA lwl =v aq 
(1 二 i 过 2g), 其 中 8g 二 g(K) 为 KK 的 亏 格 . 


由 于 wi (1 全 1 亿 2g8) 是 多 项 式 L(U) 的 全 部 零点 ,从 而 也 是 
Ze U)=LU)/A—-U) 1 —qU) i hE AB. (Af U=. S q 
=w,',s=otit(o=Re(s)), W |r] = Ig | =°. Wins kK 


4 F g'=V q , 即 Re(s) =E. 所 以 韦 依 狂想 是 说 ;函数 域 的 ze- 


ta 函数 tx(s) 所 有 (2g 个 ) 零 点 都 在 直线 Re(s)=22 E. 这 正 是 


黎 曼 猜想 在 函数 域 上 的 模拟 ! 

经 过 几 年 的 奔波 (其 闻 还 在 巴西 工作 了 两 年 ) , 韦 依 于 1947 年 
才 找到 与 他 水 平 相称 的 职位 :芝加哥 大 学 数学 教授 . 1948 年 韦 依 
证 明了 他 的 上 述 猜 想 . 在 介绍 他 的 证 明之 前 ,我 们 先 说 明 韦 依 猜想 
的 几何 意义 .事实 上 , 韦 依 在 计算 上 述 曲线 的 zeta 函数 Zk(U) 时 ， 


并 没有 采用 我 们 在 上 节 介 绍 的 数论 定义 Zk(U)= LU, th 


A 


BL Zx(U) 还 有 一 个 几何 定义 ,随后 用 代数 几何 方法 证 明 的 猜想 . 
有 限 域 F, 为 常数 域 的 每 个 函数 域 KK 都 是 已 上 某 条 曲线 C， 
f (X,Y) 二 0 AY PROM K =F (C)=F, (2, y) 2 fir, y) =0C 
SCX SYVEFLX.Y ]). UL A ME oy aR 
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Ca A E IE Wh Hh iK : Aa E TK E E AS RRR). 所 以 我 们 不 妨 设 曲线 
C 是 充分 “好 ”的 , 即 是 一 条 “绝对 不 可 约 的 无 奇 点 ”曲线 (每 条 曲线 
均 双 有 理 等 价 于 这 种 “好 ”曲线 ,这 是 代数 几何 中 的 一 个 很 不 简单 
的 结果 ). 

于 是 我 们 转向 几何 ,考虑 曲线 C 在 Fi 中 的 点 数 , 即 方程 
/(X,Y) 二 0 在 F, 中 的 解数 (有 限 域 中 的 方程 只 有 有 限 多 解 ). 但 是 
还 要 问 前 走 一 步 , 我 们 不 是 考虑 方程 在 仿 射 平面 Fi 中 的 解 , 而 是 
在 射影 平面 Pr(F,) 中 的 解 .射影 平面 比 仿 射 平 面 增加 一 些 “ 无 穷 
远 点 ”, 确 切 说 来 ,对 于 彼此 平行 的 仿 射 直线 都 增加 一 个 公共 的 无 
穷 远 点 而 变 成 射影 直线 . 由 于 仿 射 平面 Fi 中 的 直线 共有 9 十 1 个 
不 同 的 方向 (斜率 ), 所 以 共 增 加 g 十 1 个 无 穷 远 点 ,这 g 十 1 REF 
远 点 又 组 成 一 条 射影 直线 ,所 以 射影 平面 PCF,) 共 有 g: 十 g 十 1 个 
点 ,每 条 射影 直线 上 都 有 q 十 1 个 点 . 

仿 射 几何 的 许多 论断 用 射影 几何 语言 则 更 加 漂亮 . 在 仿 射 平 
有 相交 和 平行 两 种 可 能 性 ， 但 是 在 射影 平 
面 中 ,任意 两 条 不 同 的 射影 直线 都 恰好 相交 于 一 点 . 对 我 们 现在 的 
问题 ,也 是 考虑 曲线 C 在 P(F,) 中 的 射影 点 数 , 即 把 C 上 的 无 穷 
远 点 也 考虑 在 内 . 对 每 个 正 整数 ,我 们 以 N,(C) 表 示 曲 线 C 在 
PYF) PRAT OR. 定义 

5 NOg | 
其 中 exp (xr) =e" 为 指数 函数 ,Z (0) 叫 作曲 线 C 的 zeta pA g. 

以 直线 工 为 例 , 射 影 直线 在 F, ERR q 个 点 , 即 N; (L)=q n 

+1. 于 是 


Z,(U) = exp 


Z.(U) = exp 


5 g” + -| 
nol n 

(gU )” U” 
TG 
= exp(— log(1 — qU) 一 log( — U)) 
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= exp 


1 
— G—-Wa—Wy 
T E Ë ER AY R= F(x) HY zeta K% Z, (U). | 
利用 代数 几何 方法 (本 质 上 系 用 赋值 论 , 不 过 几何 上 把 每 个 赋 
值 等 价 类 称 之 为 “位 ”) ,可 以 证 明 : 若 C EF, 上 一 条 “好 ?的 代数 曲 
线 ,K 是 C 的 函数 域 , 则 
2Z.(U)=Zx (UV). 

数论 与 几何 在 这 里 又 汇合 在 一 起 ! 韦 依 计算 了 F, 上 费 马 曲线 和 
Artin-Schreier 曲线 在 所 有 扩 域 Fx 上 的 射影 点 数 ,结果 发 现 
ZU) HS ARE BA AER AD. ENED ER PRR 


EPA SM ¢ ,由 此 对 这 些 曲 线 ( 以 及 它们 
的 男 数 域 ) 验 证 了 猜想 的 正确 性 . 1924 年 ,Artin Xf A ph RR 


提出 了 这 个 猜想 . 当 2+g 时 ,二 次 函数 域 均 有 形式 K =k fa), 
其 中 二 F,(x), 即 它 是 曲线 站 二 f(z) 的 函数 域 ,f(z)EF,[xj. 令 


4 二 degf(zx). 则 此 曲线 (和 二 次 函数 域 K) 的 亏 格 为 | <]. 1935 


年 , 哈 基 和 Davenport 对 于 亏 格 为 1( 即 d=3 和 4) 的 曲线 ( 叫 作 椭 
圆 曲 线 ) 证 明了 这 个 猜想 . 

韦 依 在 1940 年 的 一 篇 文章 中 叙述 了 他 对 证 明 这 个 猜想 的 想 
法 ,认为 这 个 代数 曲线 的 结果 需要 用 代数 曲面 上 的 工具 ,并 且 要 把 
意大利 几何 学 派 的 成 果 加 以 改造 和 精确 化 . 为 了 证 明 这 个 猜想 ,他 
在 1946 年 专门 写 了 一 本 书 :《 代 数 几何 基础 》. 正如 J.-P. Serre 所 
说 (1999 年 :《 韦 依 的 生平 和 著作 》):“ 这 本 三 百 页 的 巨著 很 难 懂 ， 
而 在 20 年 后 , 它 又 被 Grothendieck 更 巨大 更 难 懂 的 《代数 几何 原 
BB) OTS AN. ” 韦 依 在 书 中 充分 使 用 了 E. Noether 等 人 发 展 的 交换 
代数 理论 和 语言 ,引入 了 代数 几何 一 批 重 要 的 概念 (Cycle ,一 般 点 
和 特殊 化 ,相交 重 数 ,曲面 上 的 对 应 ,…) ,是 代数 几何 发 展 的 一 个 
里 程 碑 ,把 代数 几何 研究 推进 到 一 个 新 时 期 . 

在 这 本 书 出 版 之 后 , 韦 依 证 明了 他 的 猜想 ,成 为 有 限 域 上 代数 
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曲线 的 韦 依 定理 . 后 来 ,许多 数学 家 致力 于 寻求 简单 的 证 法 ,力图 
避免 过 多 的 代数 几何 知识 . 1979 年 ,美国 数学 会 组 织 了 一 次 关于 
希 尔 伯 特 问题 的 专门 研讨 会 ,由 各 方 专家 报告 23 个 希 尔 伯 特 问 题 
pe Bombieri 在 文集 中 刊登 了 他 的 报告 ,给 出 了 韦 依 定 

一 个 最 简单 的 证 明 , 只 用 到 黎 曼 - 洛 替 定理. 

韦 依 定理 有 许多 有 趣 的 应 用 . 将 Zk(U)=Z.(U) 的 两 边 定义 
写 出 来 , 便 得 到 

ike — wd) 

两 边 取 对 数 便 得 到 


= =D —(1 +g — > oj 
于 是 对 每 个 nl, 曲线 CE Fy ,中 的 射影 点 数 有 公式 
N,(C) =1+q"— Stet. 
HH PRT BA 2g 个 w 分 成 g 对 ,每 对 相 乘 均 为 q. 由 韦 依 定理 又 
知 w| =v g ASi<2g) MMR PA gA w; Bg ISAK 
8), 而 男 g NAN q ea 人 (1 委 ) 委 g). 于 是 
N,(C) =1 +g" — 2V7 Deosnb, (n = 1,2,3, ). 


我 们 只 要 算出 F, 的 g 个 不 同 有 限 扩 域 中 曲线 C 的 射影 点 数 , 由 
上 边 形式 的 g 个 方程 就 可 算出 OSADA. 从 而 给 出 在 任意 
有 限 域 Fw 中 曲线 C 射影 点 数 N,(C) 的 计算 公式 . 进而 ， 


8 
INCO — (1 + g| = 2Vg" > cosnd, 
i=] 
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<2g/q" nl). 

当 g 很 大 时 ,2gvV9" 比 1 二 gq” 的 阶 要 小 . 这 个 不 等 式 表 明 : 当 4 很 大 
时 ,对 于 任何 “好 ”的 代数 曲线 C, 它 在 有 限 域 F, 中 的 射影 点 数 都 
与 最 简单 的 曲线 一 一 直线 上 的 射影 点 数 1 十 g 相差 无 几 ( 相 差 不 超 
过 2gv 9 ). 而 且 还 可 以 从 这 一 连 串 不 等 式 |N,(C) 一 (1 十 入 )| 委 
2gv9g (2 一 1,2,3,…) 也 可 推出 韦 依 定理 .所 以 也 可 把 这 串 不 等 式 
叫 作 韦 依 定理 , 它 在 数论 中 有 许多 重要 的 应 用 (三 角 和 估计 …) ,并 
且 在 信息 科学 中 也 有 许多 实际 应 用 (将 在 第 五 章 介 绍 ). 

1948 年 , 韦 依 对 某 些 高 维 代数 艇 (Grasmann RAE SEA 
限 域 上 的 点 数 作 了 具体 计算 ,并 在 拓 朴 学 的 启发 下 提出 了 高 维 代 
Wik AY zeta 函数 零点 狂想. 这 个 猜想 一 直到 1974 年 才 被 P. 
Deligne 证 明 ,使 用 了 更 现代 的 代数 几何 (就 是 Serre 称 之 为 更 难 
懂 的 Grothendieck 代数 几何 ), 我 们 于 第 四 章 再 作 简 略 介绍 . 


参考 文献 
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$3.5 模 形式 理论 


1847 年 , 爱 森 斯 坦 (Eisenstein ,1823 一 1852) 在 120 页 的 长 文 
《椭圆 函数 的 报告 中 研究 椭圆 疾 数 的 解析 人 性质 和 数论 应 用 . 而 克 
«© 996 


B H H (Kronecker ,1823—1891) M 1853 年 起 对 椭圆 函数 作 了 40 
eH BESS. ie A MH BC BA. SE Ra: W 
圆 函 数 的 特殊 值 添 加 到 虚 二 TR K 上 ,可 构 作 出 天 的 最 大 阿 
ARP mM. 
椭圆 函数 OBR FRLY MA. AER PE 


零 复 数 w, swe ERC ow spw: 不 在 一 条 直线 上 ) HB f(z) 


= fietw)=fletw,) HEF zxzEC). 令 

L=Zw,OZw,= {nw +nw: |n ,ns EZ}, 
则 对 每 个 wEL,zEC, 均 有 f(z 十 w)= 二 f(z). FB f(z) 可 看 成 是 
C/L EA WEDS RR. LER 2 的 (加 法 ) 自 由 2Z- 模 , 叫 作 CC 
的 一 个 格 . 由 于 C/L 是 紧 的 黎 曼 面 ， 使 得 椭 贺 西数 有 许多 特别 的 
性 质 . 

除了 常 值 函数 之 外 ,第 一 一 个 非 平凡 的 椭圆 函数 的 例子 是 由 外 

尔 斯 特 拉 斯 Serer RIE 的 : 

Pe= 4+ X 


OXWE L 


DP (z) 一 一 “ote — w), 


we L 


ENE z=0 处 的 展开 式 为 
PR) = a+ Yn 十 Dsm (z, 
n=] 


_ 1). 
ow w?’ 


Bz) =— + D 2n + Dsm (L), 
n=] 


其 中 
sL) = S) wt (k>3) 


Owe L 
是 依赖 于 格 工 的 复数 ( 当 A 之 2 时 级 数 收敛 ,但 是 为 奇数 时 , 易 知 
s,(L)=0). 
所 有 以 工 为 周期 格 的 椭 图 函数 的 四 则 运算 仍 是 这 样 的 函数 ， 
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从 而 它们 形成 域 Ki( 关 于 工 的 椭圆 函数 域 ). 可 以 证 明 : 天 一 
CCP, P), MKF LA ARR RRBRE SAAEC LNA 
FE Pa m FF BER BORK Z?) =4P (2)? — 2, F(z) — 
g3» 其 中 

£2—=8,(L) =60s,(L) .g3=¢3(L) = 140s,(L). 
于 是 关于 工 Wi pa C 上 上 曲线 y = 4r — ga g WK 
数 域 C(z,y). 这 种 曲线 是 椭圆 曲线 (历史 上 ,这 个 名 称 的 来 源 是 : 
欧 拉 和 雅 柯 比 在 计算 椭圆 弧 长 时 出 现 对 函数 y=V7 了 Cz) 的 积分 ， 
其 中 f(x) 为 三 次 (和 四 次 ) 多 项 式 ). 所 以 椭圆 函数 和 即将 介绍 的 
模 形 式 , 与 下 节 要 讲 的 椭圆 曲线 从 一 开始 就 有 密切 的 联系 . 

PORRE s OAW TF ORKER: A LA L ERARA 

的 格 , 即 有 a€ C EIR LaL R 

s, (L) = ` wt = > (ew) “= a-*s,(L'), 


wE L Owe L 


取 L 的 一 组 Z- 基 Wy ,zy » BẸ L=Zw Zw, , 则 
s,(L) = > (nw, + mw,)*, 


nome Zz 


UC TBR =o 的 虚数 部 分 为 正 , 即 re HH, 其 中 
H= {a€C|I, (a)>0) 
叫 作 上 半 和 平面 . 于 是 5.(L) =wy7'G, (tr) ,其 中 
Gilt) = s (ZO Zr) = Dar +m)-* (EH) 


nome Z 


ww: 为 工 的 另 一 组 Z- 基 , 当 且 仅 当 存在 行列 式 为 土 1 的 整数 
a b l 
方 阵 | 。 ,使 得 


r 
Y | l 


a b M 
C a wi 


aW,+- bw, | 
cw, tdw] 


2 i i b ! 
于 是 令 aS =E e EEG R EHN CHM ELI 
当 ad 一 bc 二 1, 并 且 这 时 
Gio!) = Cw! tub) =| 区 G,(r) =(er+d)*G(r). 
于 是 我 们 有 H 上 的 解析 函数 G). RR 


b 


a 
C 


a b 
IU FRE RIE Et |" pice 
Cr 十 
Moo" (rE H). 
而 Gi(7) 在 这 种 作用 下 有 性 质 


G7(T)) = (ctr +dG, (T). 


由 于 当 上 为 奇数 时 ,Gi(r) 一 0. 以 下 考虑 CaO (A> 2). 到 | | € 
SL:(Z), W] Ga(r+1)=Ga (r), BI Ga(7) 是 周期 为 1 的 函数 . 从 而 
有 Fourier 展开 
Galt) = >)’ Ont +n)” = X eng" 
mond nEZ 
| (q = ew,r € H). 
经 过 计算 可 知 上 式 右 边 当 nn 二 0 时 c,=0, BP 


Ga (T) 一 2 (2k) + ae Son- ,(n)q" == 2), 
其 中 cy.) = did" Ca 的 所 有 正 因子 的 2 一 1 次 方 之 和 ). 由 
djn 
(2ni )* 


F O(2k) = 一 2p om? TA 
Gu Cr) =20 (2k) En (T), 
其 中 E(t) = 1 — pe i(n)q" 的 所 有 系数 都 是 有 理 数 . 


Gale) 中 cn 对 负 整 数 = 均 为 0 意味 着 此 函数 在 9 0 处 ( 即 c= 
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二 ice 处 ) 解 析 . 具有 上 述 性 质 的 函数 叫 作 模 形 式 . 确切 地 说 ， 


定义 H 上 复 解析 函数 ERF TSSL W k 
模 形式 (4 之 0) ,是 指 


b 
(1) 对 每 个 y=|" 4 Er, f| Z 


ct+d 


| = (cer +d f(r) 


(rEH); 
(2) fa) 在 t =+ io 处 解析 , 即 有 Fourier 展开 


f(D = Seng” (q = e*",r€ H). 


当 co 一 0 时 ， f(r) WY IER AS (cusp ) REA. 以 M.D M S(r) 4p Fil 
表示 对 本 的 全 体 权 上 模 形式 和 尖 点 模 形式 所 成 的 集合 ,这 是 C 上 
的 向量 空间 . 可 以 证 明 它 们 均 是 有 限 维 向 量 空间 ,并 且 维 数 是 
[所 |], 车 k=1(mod 6), 
dim (Max (I) ) = 
| [$ ] +18 k1 (mod 6). 


( 取 | ETA FC) = DF Ce) ET ka 


Mi( 丰 ) 中 只 有 零 函 数 ) 由 定义 易 知 ,车 SEMT), ce My (LP), A 
fee Mite lI). 

A 易 知 Mo(F)==C, 由 维 数 公 式 知 M,C) = {0). 由 于 维 数 
公式 和 爱 森 斯 坦 级 数 


E, (Tt) =] 十 240 >) 0; (n)q" € ML), 
a=] 


E,(t) = 1 — 504 >) 0;(n)q" € M.D), 
n=] 


可 知 M, M =CE, (t), M) =CE,(t) ,于 是 M) =CE} (r) = 
CEt), Mio T) =CE,(r)E;(r)=CEo (r), 并且 Alr) =E, (r) — 
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E(t) Esx (I). 
可 以 证 明 当 &<6 时 , Sy CD = (0), 而 当 上 有 之 6 时 ,Sz TI 
AMy (D. 并且 Mn) =Su MCE). 

类 似 地 ,可 以 对 古 =SLs(Z) 的 某 些 子 群 G, 定 义 H 上 关于 群 
G 的 权 & 模 形 式 和 尖 点 模 形 式 , 它 们 构成 C 上 向 量 空间 分 别 表 示 
成 Mi(G) 和 SG). 在 数论 上 应 用 最 多 的 子 群 C 为 (对 正 整数 N) 


jja b lja => P |， 
b b 
pow Serle = Jam) 
riny= {| “|| erlc=0(mod N)). 


当 N>>2 时 ,| ，- 1| 不 属于 上 述 子 群 .所 以 当 为 奇数 时 ,关于 上 


述 子 群 的 权 & 模 形 式 可 能 有 非 零 函 数 . 但 是 对 于 上 述 子 群 G， 
M;(G) 均 是 有 限 维 向 量 空间 ,我 们 已 知 这 些 空间 的 维 数 . 模 形式 理 
论 的 基本 问题 是 :如 何 构 作 向 量 空间 M,(G) 的 一 组 基 ? 这 个 问题 
至 今 没有 完全 解决 (特别 是 奇 权 情 形 ), 对 某 些 模 形式 空间 人 们 还 
没有 找到 足够 多 的 模 形式 . 

除了 对 椭圆 函数 的 研究 之 外 , 模 形式 理论 的 另 一 个 数论 背景 
为 二 次 型 的 整数 解 问题 , 即 希 尔 伯 特 第 11 问题 关于 整数 解 的 情 
形 . 以 有 理 数 域 O 为 例 , 设 


fxr, “52, )= Ya i (a;; € Z) 


是 有 理 整 系数 的 正定 二 次 型， 对 每 个 正 整 数 ”方程 f (xi,… ze) 
二 n 只 能 有 有 限 多 组 有 理 整 数 解 , 以 Ny(n) 表 示 这 个 解数 (Nj(n) 
=0 时 该 方程 无 整数 解 ) ,我 们 能 否 给 出 Njy(n) 的 一 般 表达 式 ( 它 
Æ n AY PRR)? 为 此 ,考虑 Njy(n) 的 母 函数 

Or) 一 > el Het ay anit — STN (ner (zr E H) 
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对 于 许多 二 次 型 /,br(r) 是 对 某 个 子 群 C ORL RER. MRR 
们 知道 模 形式 空间 Mi;(G) 的 一 组 基 


a(t) = Xica” (q = e,t € H) (<agm), 
nz0 


其 中 m=dimM,,.(G). 即 这 些 模 形式 的 Fourier 系数 C,H EA 
的 , 则 0 三 wo 十 … 十 ap (EC). FE 

Nin) =Q cin FOC ant H Eann (2 一 0 1,2，…). 
对 某 些 ( 小 的 )n, 具 体 算出 /zw…ze) 一 7 的 整 解 个 数 Njy(n) 是 
不 困难 的 .假设 我 们 算出 Nj(0),…,Nj(m 一 1)( 显 然 当 正定 时 
N;-(0)=1) WHARF ast ,a 的 线性 方程 组 N Gn) =ayey, to 
十 ancm(O<2 mm 一 1). 由 此 解 出 Alatt sAm 的 值 , 于 是 对 任意 正 整 
数 n, 便 得 到 一 般 公 式 Ny(n)= 二 Qc 十 十 Qncmn: 

例如 对 平方 和 问题 

ri +H rit. tari =n (n=0), 
以 Ni(n) 表 示 此 方程 的 整 解 个 数 . AARS EEO (ss) RAE 
中 所 使 用 的 theta 函数 


O) = Dg = Dye" (CER), 
n€Z n€Z 
易 知 


P(r) = >) N g. 


AY PAWEAR: 4 4 (koa ADEM, (4)). 

历史 上 ,二 平方 和 解数 N,(n) 的 一 般 公式 是 由 高 斯 在 19 世纪 
用 环 Z[ij 的 因子 分 解 特 性 得 到 的 . 用 代数 方法 高 斯 还 得 到 N,(n) 
和 和,《n) 的 一 般 公 式 ,其 中 和 NN;(n) 是 采用 三 元 二 次 型 分 类 和 和 约 化 
方法 ,而 Nn) 则 使 用 四 元 数 体 的 代数 结构 . 另 一 方面 , 哆 拉 和 雅 
柯 比 (C.G. Jacobi ,1804 一 1851) 用 解析 方法 直接 算出 a=, 
3,4) 的 Fourier 系数 Ni(n), 得 到 间 样 的 结果 . 当 & 之 5 时 没有 适宜 
的 代数 结构 用 来 计算 Ni(n), 而 解析 方法 也 变 得 复杂 . 到 了 20 t 
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纪 采 用 模 形 式 理论 ,对 于 满足 414 的 较 小 & 值 构 作 出 模 形 式 空间 
Nan (PC4)) 的 一 组 基 , 才 得 到 Nn), No) … 的 一 般 公 式 ( 随 
着 & 增 大 公式 也 愈加 复杂 ). 此 后 对 于 k=2 (mod 4) 情 形 , 克 服 更 
多 的 困难 给 出 奇 权 &/2 模 形式 空间 的 基 , 得 到 Ne(z) ,Nio(Ca)，… 
的 一 般 公式 ,而 对 于 名 为 奇数 的 情形 ,需要 研究 半 整 权 


[Fe FZ) BIRR. 半 整 权 模 型 式 的 系统 理论 是 在 20 世纪 70 4 


代 才 由 志 村 五 郎 (Shimura) 给 出 的 ,所 以 N; Cn), NG 的 一 般 
公式 出 现 得 更 晚 . | 


举 一 个 难得 的 例子 . 令 SC at) = 二 Siar; Hp 


2 ;元 
2 一 1 0 0 0 0 0 
2 0 一 1 0 0 0 0 
一 1 0 2 一 1 0 0 0 0 
(a,) = 0 一 1 -1 2 -1 0 0 0 
0 0 0 -~1 2 -1. 0 0 
0 0 0 0 一 1 2 -1 0 
0 0 0 0 0 一 1 2 -] 
0 0 0 0 0 0 一 1 2 


则 /是 整 系数 多 项 式 , 可 以 证 明 对 应 的 theta 函数 br 属于 MT) 
=CE,. 于 是 


SIN mq" = O(c) = ch, (7) 
n=0 . 


= c(1 + 240 D)0;(2)q") (q = e), 


其 中 cEC. 由 于 (cj) 是 正定 阵 , 方 程 f(z,… ,zs) 一 0 只 有 零 解 , 即 
Nr(0)=1. 比较 上 式 两 边 常数 项 系数 ,可 知 < 一 1, 于 是 
N;(n) = 2400,(n) = 240 > di. 


d|” 
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更 一 般 地 ,如 采 rz 一 了 Zaz, 其 中 k 阶 整 数 


方 阵 (a;,) 具 有 如 下 性 质 .: 

(1) (a;)) 正 定 并 且 行 列 式 为 1; 

(2) 对 角 元 a;;(1 二 1 过) 均 为 偶数 . 
则 必然 k=O(mod 8) ,并 且 OEM. ). 其 证 明和 进一步 例子 
可 见 J.-P. Serre《 数 论 教程 ) 第 七 章 . 


以 上 我 们 介绍 了 模 形 式 和 它 的 数论 背景 .19 世纪 中 期 开始 产 
生 了 模 形 式 概念 ,具有 了 模 形 式 的 基本 例子 ( 爱 森 斯 坦 级 数 和 
theta 图 数 ) 并 且 建 立 了 模 形式 空间 的 基本 事实 . 模 形 式 理论 的 下 
一 个 重大 进步 是 由 德国 数学 家 Hecke 于 20 世纪 30 年 代 做 出 的 . 
下 面 以 模 形 式 空间 Mi CPP CN)) 为 例 来 介绍 Hecke 理论 . 

Hecke 在 模 形式 空间 MGCPCN)) 中 引入 一 批 变换 (现在 叫 作 
Hecke F POT. Cn) (m=1,2,3,0). 对 于 


fir) = Vag EMTAN)) ÈN) 
n=0 


EXT, (mf = >)b,q" EPHE n>, 


例如 6b = Cn by = Co ` a .而 Ti(1) 是 和 恒 等 映射 . 要 更 好 地 理 


T<ul|m 
{a,N)=1 


解 这 个 定义 和 后 面 的 重要 事实 ,需要 回 到 与 模 形 式 所 对 应 的 格 上 
去 . Hecke 算 子 在 模 形式 Fourier 系数 上 的 作用 是 由 这 些 算 子 在 格 
上 的 自然 作用 诱导 出 来 的 . Hecke 证 明了 : 若 f€ Mi(T,CN)), 则 
Ti (md f E M T CN)) 于 是 TeCm)(m 之 1) 是 向 量 空 间 
MTN D P ROHRER F. 然后 他 给 出 这 些 算 子 之 间 的 如 下 
关系 : 
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定理 1 MND EK Hecke BF T:n (mS 1) REV 
FRA: 
G) 4 m,n) =1, W) T,0mn) =T, On) TiC) CA Tin) 
Te fz A AY OFF APA TT. Cp WTI); 
(2) 设 2 为 素数 ,r 宇 1, 则 当 p|N TPOST. yY. m4 
PYN 时 ,有 如 下 递 推 公式 
Tip ODSTOT p)— p* U T eT); 
(3) 1) (2) BY A, Br BY Hecke 算 子 (TiCm)|m 之 1) 由 
(Tp) |p 为 素数 } 所 决定 ,并 且 对 任意 n,m 之 1, 均 有 
Ti Tm)=T mm) Tn). 


如 果 我 们 形式 地 定义 
H(s) = X Tion, 


nl 


BAH DAM HOA KRAFT RARE HK 
H(s) = |] H,(s),H,(s) = STC") p™. 


P re 
由 (2) 可 知 当 plN 时 
H,(s) = YTY p = 1 T, (pp) 


而 由 (3) 中 递 推 关系 可 知 当 ptN 时 

H,(s)=(1—T (pop +p *)7), 
于 是 

ES 1 
2 Tin) = Il i= Tp 
1 
Il 1—T, (pp i+ per 
下 一 个 重要 结果 是 : 尖 点 模 形 式 空间 S;(T6CN)) 可 以 引入 一 
个 内 积 (Petersson 内 积 ) ,使 得 Si(ToCN)) 成 为 (有 限 维 ) 希 尔 伯 特 
空间 . 而 所 有 Hecke 算 子 都 是 S(T',CN)) 到 自身 的 线性 算 子 ,并 
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且 均 是 此 空间 上 的 自 伴 算 子 . 由 于 这 些 Hecke 算 子 彼此 均 可 交换 
的 . 根据 希 尔 伯 特 空间 理论 ,S(TI,CN)) 中 一 定 存在 一 组 基 {f.(7)| 
1Si<m} lm 一 dimSs(To(N)), 使 得 每 个 尖 点 模 形 式 f;(r) 都 是 所 
有 Hecke BF T:n) (n2 1) WATE HR. BD TDS, = Auf) 
(AEC). | 

后 人 把 是 所 有 Hecke 算 子 的 本 征 函 数 的 尖 点 模 形 式 叫 作 
Hecke 模 形式 . 设 

fir) = Xieng" 


是 SND FAY Hecke 模 形式 FFA co=1. E Tim) f=A,f On 
之 1). 由 Hecke 算 子 的 定义 知 Ti(m)f 的 Fourier 展开 首 项 系数 
为 cv 而 Ant 的 首 项 为 入 .于 是 为 ==cw, 即 子 对 Ti(m) 的 本 征 值 àn 
就 是 了 的 Fourier R% cn. HF 4 (n,m) =1 HW T,0nn) =T,(m) 
* Ti(n). 将 此 等 式 两 边 作 用 于 f, 就 得 到 : 当 (n,m) 二 1 时 ,c= 二 
ccm- 同样 地 , 当 p|N 时 ,由 了 T,(p =T. (py) 可 知 cp 二 0 而 当 pt 
NWA TTO STOT O PUTED (7 之 1) 可 知 cyt 
=cocy— pi ley. 所 以 车 令 | 
Ls) = Sens 
(这 叫 作 模 形式 f 的 L-KO , 则 它 有 欧 拉 无 穷 乘积 展开 


1 I 
Ls) = [| ———.- ]] m cx 
可 以 证 明 ; 对 于 每 个 权 & 的 尖 点 模 形式 f= Seq, 对 其 Fourier 
系数 均 有 估计 c= 二 OCn**)( 其 中 O 是 与 BHM). 由 此 可 知 级 数 


LOE Re) >S] 区 域 中 收敛 ,综合 上 述 便 有 


定理 2 (DLN DHF EA Hecke 模 形式 构成 的 一 组 
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(DE f= dia" 是 SND) P H Hecke 模 形式 ,并 且 co 


=1, 0] f 的 -函数 Lj(s) = 21% 一 在 区 域 Re(s) > 4 + 1 中 收 
AHHA ) 式 的 欧 拉 无 穷 乘积 展开 . 


fl 我 们 有 爱 森 斯 坦 级 数 
E(t) 一 1 十 240>)os(2)9g = 1 + 240g 十 … E MD), 
nz] 


E,(t) = 1 — 504 S)a,(n)q” = 1 — 504g + = € MCL). 
n=l . 


于 是 


5g (El — Es) = 278mg" € S(T) 17) =], 


从 而 r(z) 均 为 有 理 数 . 事实 上 ,我 们 有 另 一 个 有 趣 的 表达 式 
Aam) =q || a- g”, 


nz] 


所 以 rt(n) 均 是 整数 . E r=), is, d #-#3 4,28 
Hecke 理论 它 应 当 由 Hecke 模 形 式 张 成 ,所 以 4(r) 本 身 就 是 
Hecke 模 形式 .于 是 A(r) 的 工 -函数 为 


La(s) = UTT = = Ilo — t(p)p + peN, 
对 于 LaCs) 的 这 个 欧 拉 乘 积 展开 是 1916 年 由 印度 数学 家 Ra- 


manujan 提出 的 ,在 1920 年 由 英国 莫 代 尔 (Mordell) 所 证 明 . FA Ze 
点 模 形 式 一 般 结 果 知 rp) =O C pool), i Ramanujan 


猜想 :对 每 个 素数 p, |r(p)| 志 2p7. JAR Petersson 提出 更 一 般 的 
猜想 : 设 f(r) EC Su LD) ,并且 对 某 个 素数 p Taf =f Tl lc, | 
过 2p'-z. 如 果 令 
lop tp = ap App), 
则 aß =1 „p? (a 十 8) 二 cy. 而 Petersson #948 SH} F lal = |e) = 
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A(T) = 


1 ,或 者 等 价 于 xc 和 8 BHM CER Tn DRAPAT AEE 
cp 一 定 为 实数 ). ER Ramanujan 一 Petersson 猜想 是 有 限 域 上 高 
维 代 数 簇 的 韦 依 猜想 的 一 种 推广 ,这 两 个 猜想 于 1973 年 同时 由 
Deligne 证 明 . 
例 ”现在 我 们 用 模 形 式 理论 寻求 zi 十 zz 十 Xi 十 X4 二 n 整数 解 
个 数 和 N,(n) 的 一 般 公 式 .我们 知道 
(cr) = DON, (n)q” 


n=z0 


=1+8¢+ 244? ++. € M,(D,(4)). 
F(t) = >) e,(n)q" € M,(T,(4)), 


2h 


FAO AMF Zé M,(T,(4)) 的 一 组 基 . 于 是 S,(T,(4)) 是 由 下 生成 
的 一 维 空间 ,从 而 下 是 Hecke 模 形式 . 特别 地 ,下 是 Hecke BF 
T.(2) 的 本 征 函 数 ( 以 下 T,(2) 简 记 为 T(2)). 由 于 FF 对 T(2) 的 本 
征 值 是 下 的 Fourier 展开 中 g 的 系数 0, 从 而 TC(2)F=0. 但 是 由 


7(2) 的 定义 可 知 , 若 T(2) Ocg) = Xba, A 
n0 n0 
b, = 5 aC = Cans 


2n 
(Sal +2) F 
(a,4)=1 a 


由 此 可 知 TDF <0, BD T (2) 7E M,(T,(N)) 上 不 恒 为 零 ， 从 而 有 
非 零 本 征 值 4. 设 9 十 BF 二 2 eq" 是 对 应 的 本 征 函 数 ,其 中 当 2|n 


Bf c =N, Cn), i 2x 时 6， 一 NoD 二 po (n). 则 
2N, (2n)q" = T (2) (a0 + BF) = AD ea". (1) 


比较 此 式 前 两 项 系数 可 知 

1 = N,(0) = dco = AN,(O) = A, 

24 = N,(2) = AN,(1) + Bo,(1) = 8A+ P, 
于 是 4 二 1,8 二 16, 从 而 (1) 式 成 为 


DUN Cand" = NN e + 16 D1 (n)g". 
n=0 


n0 


。 Ill» 


这 表明 : 


当 2a 时 ,Ni Cn) =N, Cn) +o Cn) » 16; (2) 
当 21n BT, N, Cn) =N, Ca). (3) 

我 们 现在 证 明 
当 2 Bf, N, Cn) =3N,(m). (4) 


这 是 因为 :方程 x 十 x 十 x 十 Xi 二 2n E n AAR MR ar, 
Las T39 Ts} 是 两 奇 两 偶 . 规定 T] 和 T2 为 奇数 ， 则 这 样 的 解数 为 


N,(2n) 
oe 


ey = y tS y= Sy = ay y?+ 
Yi+Yi+Yien, HE Y, 和 Y; 一 奇 一 偶 , 而 Y; WY, 同 奇 或 同 偶 . 
这 样 的 解数 为 ~ 所 苹 . 满足 上 述 条 件 的 两 个 方程 的 整数 解 是 一 一 
N, sen?) _N, m 


对 应 的 . 于 是 一 一 一 CORR. 


由 (2) 起 和 (4) 式 知 当 Nn f, N, Cn) =80,(n). 再 由 (3) 式 知 当 
n 为 偶数 时 , 令 4 n=2n H P r= 1, 2n, W N, Cn) =N, Cn) = 
3N (19) =240; Cno). 


现在 介绍 Hecke 理论 的 最 后 一 个 重要 结果 , 即 模 形 式 的 工 - 函 
数 的 解析 延 拓 与 函数 方程 . FURS zeta 函数 “(s) 的 情形 一 样 , 解 
析 延 拓 是 用 人 玛 函数 把 模 形 式 f(r) = Bae” MEW LL-H 
Li(s) = an“ 联 系 起 来 ,给 出 Lls) 的 积分 表示 
| do)ertdc = (2x) TCLs), 
然后 用 模 形 式 在 模 群 作用 下 的 变换 公式 得 到 Ly(s) 的 函数 方程 . 
我 们 仍 以 STNA A. 在 这 个 空间 上 可 以 定义 一 个 对 合 
算 子 Wn( 即 W%=7) ,于 是 空间 分 解 成 直 和 
SND =S TN DOS: TN)). 
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其 中 对 e=+, 
SED ND= fE STA NDI|Ws (P =ef}. 


定理 3 设 fe StCroCN)). 则 在 ReCs)>> 子 十 1 中 定义 的 级 数 


Li(s) 可 解析 延 拓 为 整个 复 平面 上 的 全 纯 函 数 , 并 且 令 Ay(s)= 
NP OD TT(s)Ly(s), 则 有 函数 方程 A Gs) =e(—-1)*7 A (RS). 


45 AG BA 11 问题 是 问 对 于 任意 代数 数 域 天 ,研究 二 次 型 的 
求解 问题 ,对 于 域 K 上 求解 问题 就 是 & 3. 2 介绍 的 哈 瑟 整体 -局 部 
原则 . 而 对 于 整数 环 Ox 上 求解 问题 , 则 需要 引进 关于 代数 数 域 K 
的 模 形 式 , 叫 作 希 尔 伯 特 模 形 式 . 此 外 , 若 作 高 维 推广 , 即 研究 二 次 
型 矩阵 方程 X4X =B 的 整数 解 问题 , 则 有 Siegel 模 形式 (在 Z 
上 ) 和 Hilbert-Siegel 模 形式 (在 任意 代数 整数 环 Ox 上 ). 所 有 这 
些 模 形式 理论 的 基本 问题 都 是 构 作 各 种 模 形式 空间 的 一 组 基 , 研 
究 这 些 模 空 间 的 结构 , 半 整 权 模 形式 的 深入 研究 以 及 由 它 构 作 整 
权 模 形式 ( 志 村 提升 ). 模 形式 理论 是 数论 、 函 数论 、 微 分 几何 、 代 数 
几何 、 群 表示 论 以 及 微分 方程 等 相互 融合 的 一 个 交叉 学 科 ,与 它 联 
系 最 密切 的 是 在 20 拓 纪 发 展 起 来 的 另 一 个 数论 分 支 :椭圆 曲线 的 
算术 理论 . 


参考 文献 


[1 ] G. Eisenstein, Mathematische Abhandlungen, Berlin, 1847 


(1967 年 再 版 ). 
L2 | E. Hecke,Mathematische Werke ,Géttingen, 1959. 


e 113° 


[ 3 ] S. Lang, Introduction to Modular Forms , Springer-Verlag , 
1976. 

[ 4 ] T. Miyake,Modular Forms ,Springer-Verlag ,1989. 

[5 ] R. Rankin, Modular Forms and Functions, Cambridge 
Univ. Press , 1977. 

| 6 | J.-P. Serre, A Course in Arithmetic,GTM 7,Springer-Ver- 
slag ,1973( 本 书 第 二 部 分 讲 模 形式 ). 


$3.6 椭圆 曲线 的 算术 理论 


代数 几何 考虑 代数 曲线 ,是 把 它们 作 双 有 理 分 类 ,不 同 亏 格 的 
代数 曲线 彼此 不 ( 双 有 理 ) 等 价 . 当 亏 格 宇 1 时 ,甚至 同样 亏 格 的 代 
数 曲线 也 有 许多 等 价 类 . 但 是 从 数论 观点 ,研究 代数 曲线 在 数 域 K 
(或 者 整体 域 包括 函数 域 ) 上 的 解 , 则 所 有 代数 曲线 只 分 成 三 大 类 . 

第 一 类 是 有 理 曲线 , 即 亏 格 为 0 的 曲线 ,包括 直线 和 二 次 曲 
线 . 定义 在 玉 上 的 有 理 曲 线 在 天 中 或 者 无 解 ,或 者 有 无 穷 多 个 
解 . 第 二 类 是 亏 格 宇 2 的 曲线 . 1923 年 莫 代 尔 猜 想 ; 有 理 数 域 E 
{ETS 2 的 代数 曲线 只 有 有 限 多 个 有 理 数 解 . 1983 年 法 廷 斯 
(Faltings) 对 于 任意 整体 域 的 情形 证 明了 这 个 猜想 . 第 三 类 就 是 亏 
格 为 1 的 代数 曲线 ,就 叫 作 椭圆 曲线 . 整体 域 上 这 种 曲线 可 能 有 有 
限 多 解 , 也 可 能 有 无 限 多 解 . 更 有 趣 的 是 :整体 域 上 每 个 椭圆 曲线 
的 所 有 解 可 定义 一 个 运算 ,使 得 这 些 解 形成 阿 贝 尔 群 ,并 且 莫 代 尔 
证 明了 这 个 群 是 有 限 生 成 的 . 这 就 引发 出 一 连 串 的 数论 问题 :如 何 
计算 这 个 群 的 秩 ? 如 何 构 作 这 个 群 的 一 组 基 ( 从 而 所 有 点 都 可 由 基 
中 有 限 个 点 通过 运算 得 到 )? 有 限 阶 元 素 形 成 的 有 限 子 群 有 什么 样 
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的 结构 ? … 
我 们 还 是 以 有 理 数 域 作 为 例子 .Q@ 上 椭圆 曲线 五 的 典型 方程 
为 
E:y=2+art+b,a,b€Q,A=4a°+27b' ~ 0. 
其 中 A 叫 曲 线 的 判别 式 ,A 六 0 意味 着 三 次 多 项 式 x 十 ar 十 6 
没有 重 根 (在 C 中 ). 更 一 般 地 , 域 K 上 的 椭圆 曲线 均 双 有 理 等 价 
于 y 十 exy 十 ay 二 Xx 十 bX 十 crx 十 d ,其 中 e,a,b,c,dEk. 如果 域 的 
特征 不 为 2 或 3, 则 方程 可 以 化 成 更 简单 形式 ，: 
y=rtartbh, a,b€k, A=4a'+27b* > 0. 
古代 人 们 就 已 经 研究 这 类 方程 的 有 理 数 解 ( 和 整数 解 ). 我 们 
举 两 个 例子 . 
例 1( 同 余数 问题 ) 十 希腊 人 研究 如 下 的 几何 问题 :哪些 正 
整数 是 三 边 均 为 有 理 数 的 直角 三 角形 的 面积 . 换 句 话说 ,是 否 存 
在 正 有 理 数 a ,b,c ,使 得 


+=, ŽE Fab=n. (1) 
如 果 (1) 有 人 解 , 称 为 Congruent number ,我们 故 且 叫 作 同 余数 . 
例如 由 (a,5,c) 二 (3,4,5) 可 知 6 是 同 余数 ,而 1225 年 意大利 人 
Fibonacci 发 现 5 为 同 余数 ,因为 可 取 (a,b,c)=| > Bs 
曾经 证 明了 1,2,3 均 不 是 同 余数 . 易 知 为 同 余数 当 且 仅 当 nm 
是 同 余数 ,于 是 4 也 不 是 同 余 数 . 今后 我 们 总 假设 是 无 平方 因子 
的 正 整 数 . | 
公元 10 世纪 左右 ,阿拉 伯 人 研究 另 一 个 数论 问题 :对 于 正 整 
Nn eA 
存在 有 理 数 x» {#48 L»XTNsyxX—n 均 为 有 理 数 平方 . (2) 


事实 上 ,这 两 个 问题 是 等 价 的 : 若 (a,b,c) 是 问题 (1) 的 正 有 理 
数 解 , 则 x 二 后 就 是 问题 (2) 的 解 . 反之 若 x 是 问题 (2) 的 有 理 数 


解 , 则 c 一 2V z ,a=Vzx 十 n 十 VT 一 n,6 二 VX 十 n 一 VX 一 n 就 是 问题 
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(1) 的 正 有 理 数 解 . 
如 果 2=D 是 问题 (2) 的 有 理解 , 则 DA DEn 均 为 正 有 理 数 
A,B,C 的 平方 .所 以 椭圆 曲线 
E: y =r? n'r 
有 有理 数 解 (x,y), 其 中 =D,y= 二 ABC $0 RZ Aay) = 
(4,B) 是 椭圆 曲线 E 的 有 理 数 解 并 且 B 六 0, 可 以 直接 验证 
A? +n? 2 


(aoe 2 at n 都 是 有 理 数 平方 ,因为 | + Lr 
= (EEA) .所 以 是否 为 同 余数 又 等 价 于 是 否 
椭圆 曲线 五 存在 有 理 数 解 (z,y) 使 得 y o. (3) 


事实 上 ,利用 我 们 将 要 定义 的 加 法 运算 ,由 椭圆 曲线 EAA 
理 数 解 (+,y)(y = 0) 可 得 到 巨 的 无 穷 多 组 有 理 数 解 . 所 以 ”为 同 
余数 当 且 仅 当 巨 有 无 穷 多 组 有 理 数 解 . 利用 椭圆 曲线 的 深刻 理 
论 , 目 前 已 经 决定 出 许多 类 同 余数 和 非 同 余数 . 但 这 个 问题 至 今 没 
有 完全 解决 . 比如 说 :1960 年 有 三 位 数学 家 猜想 ;每 个 正 整数 n= 
5,6,7(mod 8) 都 是 同 余数 . 这 个 猜想 至 今 也 未 能 证 明 . 我 们 在 后 
面 还 会 回 到 这 个 问题 . 
例 2 于 番 都 在 算术) 一 书 中 研究 椭圆 曲线 
E:y(6—y)=r?— zx 
的 有 理 数 解 . 除了 使 方程 两 边 均 为 0 的 平凡 解 x= 0,1 和 y=0, 
6 之 外 ,他 还 得 到 新 的 解 : 令 xz 一 3y 一 1, 代 入 五 的 方程 则 为 
6y—y =x(r+1)(r—1)=3y(9y?—9y+2), 


即 y2(27y°—-26y) —0. 此 方程 有 根 y 一 和 5, 而 xz 一 3y 一 1 一 过 ,于 是 


得 到 解 (z,y) 一 | EE). 


为 什么 要 用 代 换 x 二 3y 一 1? 丢 番 都 并 没有 任何 解释 . 据说 这 
个 解释 是 由 伟大 的 英国 数学 家 和 物理 学 家 牛顿 给 出 的 ( 见 A. W. 
Knapp: (Elliptic Curves 一 书 第 10 页 ). 假如 我 们 知道 椭圆 曲线 
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E:y’+azytby 
=crt+d2’t+ext+f (a,b,c,d,e,fE Qc = 0) 
上 的 两 个 不 同 的 有 理 点 A= y) M B=(2::y:). 过 这 两 点 的 直 
线 L 有 方程 az 十 By 一 ,其 中 a,B,YEQ, 并 且 a 和 8 不 全 为 零 . 不 


妨 设 a ~ 0, 将 z 一 一 全 y 十 之 代入 E 的 方程 之 后 , 便 得 到 关于 > 


的 一 个 三 次 方程 f=. 其 中 f(y) 是 系数 为 有 理 数 的 三 次 多 项 
AHP RA 和 点 B 是 椭圆 曲线 和 直线 工 的 交点 ,可 知 有 理 数 
>y 和 ys 都 是 f(y) 的 根 ,但 是 f(y) 的 系数 也 都 是 有 理 数 . 所 以 


Y 
f(y) 的 第 三 个 根 y 也 是 有 理 数 . 令 n= — Fy, + BA y) 


是 椭圆 曲线 EE 的 有 理 点 , 它 
就 是 直线 上 和 椭圆 曲线 五 
的 第 三 个 交点 . 如 果 我 们 把 
点 B 沿 着 椭圆 曲线 移 到 点 
A, 那 么 直线 工 就 变 成 椭圆 
E 过 点 4 的 切线 ,所 以 即使 
我 们 只 知道 上 一 个 有 理 
点 4, 过 此 点 作 玉 的 切线 ， 
它 与 五 相交 的 另 一 个 点 也 
E E KAHA. 牛顿 说 , E 
首部 所 用 的 直线 r=3y—] (17/9 26/27) 
就 是 椭圆 曲线 (6 — y= 2° 
一 x 在 其 有 理 点 (x,y)= 
(一 1,0) 处 的 切线 . 这 条 切线 
与 椭圆 曲线 交 于 三 点 ,其 中 
(一 1,0) 是 二 重点 , 男 一 个 交 


点 就 是 丢 盏 都 给 出 的 新 有 理解 (7,y) 一 | T, 2) ( 见 上 图 ) 
牛顿 的 这 种 解释 给 出 椭圆 曲线 上 有 理 点 之 间 的 一 种 运算 . 现 
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图 13 牛顿 对 丢 番 都 方法 的 解释 


在 用 方程 
E:v=xt+art+b (a, bEQ,4a? +278 = 0) 


来 定义 这 种 运算 .车 (x,y)= 二 (a,2) 为 上 点 , 则 (a, 一 5) 也 为 E 上 
一 点 ,从 而 曲线 EE 关于 x 轴 是 对 称 的 . MER P= asy) RRQ 
(xz,y2) 是 椭圆 曲线 上 两 个 不 同 的 有 理 点 . 如 上 所 述 ,联接 点 P 
和 Q 的 直线 / 与 曲线 E 的 第 三 个 交点 (zxs3,Y3) 也 是 E 上 的 有 理 
点 . 我 们 定义 它 的 对 称 点 R= (za, 一 %) 为 点 已 和 久之 和 , 即 PO 
Q= 二 R( 见 下 图 ). 


` 
` 


P@®Q@R=0 R=P@Q % 
(%35~Js) ` 
图 14 PHAR mA 
现在 我 们 给 出 这 种 运算 的 解析 表达 式 . 
先 设 zi 六 r 则 联接 点 P 和 QQ 的 直线 有 方程 
oe EO. 
将 y= 二 yi 十 m(x 一 x1) 代 入 EE 的 方程 得 到 
0 =Cy, tma—ma,)+2itartsb 
=x°— m’ z +Har+-f,a, BEQ. 
由 于 r Mr 是 此 方程 两 个 根 , 所 以 另 一 个 根 为 
T35 — tı xr; +m EQ, 
而 ys=yi tma,— 7) €Q. FH PPQ=R, EP R= (zs, 一 y;). 
MR zi 二 x;; 而 了 和 QQ@ 是 两 个 不 同 的 有 理 点 ;必然 yi 二 一 ys 
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L:y—yi=m(x— xz), m= 


== 0. 这 时 由 上 面 公式 算出 m= oo, 几何 上 ,联接 P=(2i5y1) M Q 
二 (zi, 一 y1) (yi SONBKR LES y 轴 平 行 的 直线 , 它 与 曲线 E 
只 有 两 个 交点 P AQ. 于 是 我 们 要 在 椭圆 曲线 上 增加 一 个 “无 穷 
TA o CES y 轴 平 行 的 所 有 直线 的 公共 交点 . 设想 把 co 和 P 
三 (x1,y1) 相 加 ,联结 2 和 PP 的 直线 就 是 过 P 与 y 轴 平 行 的 直线 ， 
它 写 上 的 第 三 交点 为 (zj, 一 y1) ,而 (zi, 一 yy1) 的 对 称 点 就 是 P= 
(roy). 因此 ooP= 二 P, 即 ?是 这 种 运算 的 零 元 素 , 所 以 今后 把 
EF RASHER O. E P=, y) M POP=0=0, FE P 


我 们 再 考虑 已 =Q= (zx,y1) 的 情形 , 令 l AHR ETS PH 
切线 , 它 与 已 的 交点 (zs,ys) 可 由 简单 的 解析 几何 算出 : 当 光 ASO 
时 

人 


3X’i 二 a 
YSyi +m(2,;—2,) m=, 
ZY) 


BNL 2 ]P=POP=R,R=(2;,—y3). 24 y,=0 mM, [2]P=0. 

以 上 给 出 了 椭圆 曲线 有 理 点 (包括 0) 加 法 运算 的 完全 定义 . 
由 几何 或 解析 表达 式 都 容易 看 出 运算 满足 交换 律 ,但 结合 律 却 并 
不 显然 . 用 解析 表达 式 可 以 验证 结合 律 (尽管 计算 相当 复杂 ). 于 
是 ,椭圆 曲线 的 所 有 有 理 点 (连同 0) 一 起 对 上 述 加 法 构成 阿 贝尔 
群 . 对 于 任意 域 天 ,定义 在 天 上 的 椭圆 曲线 瓦 , 它 的 坐标 属于 天 的 
Bir RE [A] O 都 可 类 似 地 作成 一 个 阿 贝 尔 群 , 记 此 群 为 ECK). 

例 3 考虑 方程 :十 w= 二 1. 由 


3x 3u 
= —, r= 9 
y 1—%v 
_y—9 _ 9 
Uv y ? y l—v’ 


AA a + =1 与 椭圆 y’—9y=2°—27 双 有 理 等 价 . 于 是 曲线 wi 
十 v' 二 1 也 是 椭圆 曲线 , 即 亏 格 为 1( 一 般 地 ,可 证 ae" te" = 1 的 亏 
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格 为 元 Ce 一 1) (一 2)). KRENT bow! 只 有 平凡 整数 解 ， 


由 此 可 知 utol RAAB RR ev) = (1,0),00, 1). 再 
由 上 述 双 有 理 变换 ,可 知 y: 一 9y 二 x 一 27 只 有 有 理 数 解 (z,y) 一 


2 
(3,9),(3, 0). 由 于 | > 一 了 | =y'—9yt Ba 27+ Ba 


纪 , 可 知 对 椭圆 曲线 Ey =a :一 全 ,E(O) 一 1| 3 +3] .0], 从 而 
E (2) 是 三 阶 循环 群 .直接 用 加 法 公式 也 可 证 [2]| 3,5] = 


[3.5)@(3.4]=[3.-$]. 从 而 [3]|3,3| = [3 二 | 四 


对 于 椭圆 曲线 ;y= 二 x 一 n?x(n 为 无 平方 因子 正 整数 ), (0， 
0),( 士 2,0) 都 是 群 ECO) 的 二 阶 元 素 . 可 以 证 明 它 们 和 O 是 E(Q) 
的 全 部 有 限 阶 元 素 . 于 是 车 (OQ) 还 有 点 (x,y)(y 0), 则 必 为 无 
RIR., B EC(Q) 必 为 无 限 阿 贝尔 群 (我 们 在 前 面 知 道 ,这 相当 
Fn 是 同 余数 ). 

椭圆 曲线 的 下 一 个 重要 结果 是 莫 代 尔 于 1923 年 证 明 的 :Q 上 
的 任意 一 条 椭圆 曲线 EQ) EA PRE LPT RB. 他 的 方法 
是 : 对 于 E(Q) 中 每 个 点 引信 人 一 个 “高 度 ” 概 念 来 衡量 此 点 的 “大 
IW”, 记 nE(Q)=={[n]P:PEE(Q0)}), 这 是 EE(0) 的 子 群 . 先 证 
E(Q) 的 有 限 阶 元 素 只 有 有 限 多 个 ,再 对 于 有 理 点 的 高 度 采 用 费 马 
的 “无 穷 下 降 ” 方 法 证 明 (QO)/2E(Q) 是 有 限 群 ,由 此 即 知 EOE 
有 限 生 成 的 .用 此 方法 可 以 证 明 更 一 般 的 结果 :对 于 任意 整体 域 
K( 数 域 或 函数 域 ),E X K 上 任意 椭圆 曲线 , 则 E(K) 均 是 有 限 生 
成 阿 贝 尔 群 , 即 

E(k)=E(k)ODE(K), (HAD), 
其 中 E(k), 是 E(k) 的 所 有 有 限 阶 元 素 构成 的 有 限 阿 贝尔 群 , 而 
E(K )jy 是 秩 r 的 自由 阿 贝 尔 群 ,其 中 r=x(E) 是 非 负 整数 , 叫 作 术 
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圆 曲 线 五 WRF ECOARYAM 4 r(E)=0. 对 每 个 具体 的 
椭圆 曲线 已 ,决定 有 限 子 群 EK) 通常 是 容易 的 . 所 以 椭圆 曲线 
算术 理论 的 基本 问题 是 :决定 ECK) 的 秩 r 并 且 给 出 EE(K)j 的 一 
AP |SS). 于 是 EC(K) 中 每 个 元 素 均 可 惟一 表示 成 
P=P'On P.O @®n, P, (n;€Z,P'€ E(K),), 
即 由 有 限 阶 元 素 和 基 中 元 素 ( 共 有 限 个) 通过 加 法 运算 四 可 得 到 
E(K) 的 全 部 元 素 . 
关于 群 (KD) 的 结构 有 如 下 两 个 重要 猜想 :对 每 个 固定 的 代 
数 数 域 K, 
(1) K 上 所 有 椭圆 曲线 E WARAN RÆ EK), 只 有 有 限 
多 种 可 能 的 结构 . 
(2) 对 每 个 正 整 数 N 均 存 在 天 上 椭圆 曲线 E, HR EK) 
的 秩 大 于 N. 
1978 年 ,美国 哈佛 大 学 梅 祖 尔 (B. Mazur) 3t F K=O 的 情形 
首先 解决 了 问题 (1).E(Q), 只 有 以 下 15 种 可 能 
Z,(n=1,2,5°**,9,10,12),Z,,0Z.(n=1,2,3;54). 
1997 年 ,问题 (1) 对 任意 数 域 K 都 被 证 明 . 至 于 问题 (2), 目 前 对 
= 二 Q 也 未 解决 ,只 构 作 出 O 上 椭圆 曲线 五 ,使 得 EOMRI 14. 
20 世纪 中 期 ,椭圆 曲线 算术 理论 另 一 个 重大 进步 是 解析 数论 
的 介入 . 就 像 用 狄 德 金 zeta 函数 5.(s) 的 解析 特性 (在 ;二 1 的 留 
数 ) 来 反映 数 域 天 的 代数 和 算术 特性 (理想 类 数 , 单 位 群 等 ) 一 样 ， 
AEE RR K 上 椭圆 曲线 EE 构 作 一 个 恰当 的 解析 函数 ,使 这 
个 了 淆 数 的 解析 特性 能 反映 群 EC(K) 的 代数 结构 . 我 们 仍 以 Q 为 例 . 
设 椭圆 曲线 为 
E: y =x +axz+b, a, bEZ, A=4a? +270? == Q. 
WR p 为 素数 并 且 p1 4, 则 在 有 限 域 ,二 Z/pZ HAX 0, 所 以 
E E F, 上 也 是 一 条 椭圆 曲线 ,把 它 记 成 E, E, EARR F, HH 
点 数 是 有 限 的 , 记 为 N, 二 NN,(E,) 二 |E,(F,)|. 满足 p 人 4 的 素数 
P 有 无 穷 多 个 ,人 们 希望 这 无 穷 多 个 N, 值 能 给 出 有 理 点 群 EQ) 
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N25. Wa BASSAI, 人 4) 上 椭圆 曲线 五 ,的 韦 
HK zeta 晒 数 来 构 作 椭圆 曲线 的 一 个 整体 的 复 变 耻 数 , 使 得 它 的 
解析 性 质 反 映 E(Q) 的 结构 . 
根据 8 3.4 所 述 , 当 p 人 A 时 ,F, 上 椭圆 曲线 E, 的 zeta 函数 
为 (注意 曲线 E, 的 亏 格 为 1) 
Lip 
6,09 = GaGa ay 
其 中 
L(p )=1—a,p ‘+p* p*=A1—-w,p i dwp), 
而 系数 A 与 N, 的 关系 为 
N,=1+p—-w,—w,=1+ p—a,. 
于 是 fe, (OH a, 所 决定 ,从 而 也 由 N, 所 决定 . 20 thee 50 年 代 人 
们 用 这 些 zeta 函数 的 分 子 忆 一 ) 构 作出 椭圆 曲线 E 的 一 个 解析 
pki BX 
L(E,s) = IĮ, (po) Ja- ap +P) 


pra 


叫 作 椭圆 曲线 E 的 L TA 其 中 对 满足 pla 的 有 限 个 素数 p.j 
部 因子 L,(p- 0) 是 关于 pp- 的 某 个 简单 多 项 式 的 倒数 ,具体 定义 涉 
及 到 曲线 天 模 p 之 后 的 奇 点 精细 几何 结构 ,此 处 从 略 . 由 于 韦 依 
定理 : 1a,|=|w,+w,|<2V p ,可 知 定义 上 (E,s) 的 级 数 在 Re(s) 


> SAT WB. 1953 年 一 1957 年 ,德国 人 Deuring 对 一 类 特殊 的 “有 


复 乘 "椭圆 曲线 研究 了 它们 的 元- 函数 ,成 功 地 把 这 些 大 -函数 解析 
延 拓 成 整个 复 平 面 上 的 解析 画 数 ,并 且 满 足 函 数 方程 . 

对 于 @ 上 的 每 个 椭圆 曲线 E, ARAR EO EARNER 
贝尔 群 , 即 是 秩 有 限 的 Z- 模 . 整数 环 Z 自然 地 作用 在 群 E(0) 上 ， 
即 对 每 个 正 整数 n 和 点 PEE(Q),[n]P Ant P( 对 运算 外) 相 
加 ,而 [一 njP 二 一 [njP. 事实 上 ,对 某 些 椭圆 曲线 E,W RERE 
在 复数 域 上 所 有 点 组 成 的 集合 E(C), 它 对 于 前 面 定 义 的 加 法 运算 
由 也 形成 交换 群 . 这 个 群 解析 同 构 于 加 法 群 C/L, 其 中 工 是 C 的 
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某 个 格 . 例如 在 研究 同 余 数 问 题 时 出 现 的 椭圆 曲线 FE,: y==x’ 一 
n*X, 它 对 应 的 格 为 上 二 ws (2 十 1Z) 二 wn2ZlLij], 其 中 ww 是 与 N 有 
关 的 一 个 复数 . 由 于 虚 二 次 域 天 =OCGD) 的 整数 环 ZVI BRE 
格 LL 二 wvZLij 上 , 由 此 可 诱导 出 ZL 在 椭圆 曲线 复 点 群居 (C)( 安 
C/Z) 上 的 作用 . 其 体 说 来 ,如 果 (x,y)EE(C), 易 知 ( 一 x,iy) EE 
E(C). 把 EC(C) 中 的 这 个 映射 记 为 g(x,y)==( 一 xz,iy), 则 F(x,y) 
二 JH 一 X11y) 二 (一 (一 7T) Gy) =(2,-y =[—-l]l] (x,y). 于 是 
7 二 [一 1], 这 表明 9 相当 于 ;在 天 (CC) 上 的 作用 , 即 对 每 个 PE 
EC). @P)=IP. 而 对 ZE[i] 中 每 个 高 斯 整数 a 十 bi(a,6E2),[a 
二 6]P==[ajP@O[6J[ijP. 所 以 群 E(C) 人 允许 有 比 Z 大 的 “乘法 ”， 
BNE de ZLij- 模 . 不 难 证 明 :C 的 每 个 格 工 的 自 同 构 群 或 者 为 Z, 或 
者 是 某 个 虚 二 次 域 天 的 整数 环 Ox, FRR ECC) 的 乘法 或 者 只 有 
Z, 或 者 允许 扩大 成 Ok. 对 于 后 一 种 情形 ,我 们 称 椭 圆 曲 线 EE 有 
“Fe”. 由 于 虚 二 次 域 的 整数 环 可 作为 C 上 某 个 格 工 的 自 同 构 
群 , 利 用 以 工 为 周期 格 的 椭圆 函数 作出 对 应 的 椭圆 曲线 记 ,使 得 
(OLC/L. 再 利用 椭 加 曲线 理论 和 类 域 论 便 由 椭圆 函数 的 特殊 点 
值 构 作出 虚 二 次 域 的 最 大 阿 贝 尔 扩张 .到 了 20 世纪 50 年 代 ， 
Deuring 对 于 有 复 乘 Ok 的 椭圆 曲线 已 ,计算 出 巨 的 万 函数 恰好 相 
当 于 虚 二 次 域 的 一 种 二 -函数 艺 (*,Xx), 叫 作 天 的 Hecke 六 函数. 
Hecke 于 20 世纪 30 年 代 研 究 了 这 类 函数 可 以 解析 延 拓 到 整个 复 
平面 上 ,并 且 有 函数 方程 于 是 对 于 具有 复 乘 的 椭圆 曲线 严 ,Deur- 
ing 把 五 的 元- 函数 LCE, s) RIT EREN E E E E KA ati 
(没有 极点 ), 并 且 有 如 下 形式 的 函数 方程 :存在 正 整 数 NN ,使 得 对 


Aw | EN) royce,s) 


AN CS) =e A (2—s), ER e= +1. (2) 
比如 对 椭圆 曲线 E, :y= 二 x 一 n?x ,可取 
_ /32n R2 4n, (1,4 n=1,2,3(mod 8), 
= Te ge 2\n, =| 


一 1, 若 n=5,6,7(mod 8). 
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基于 大 量 没有 复 乘 的 椭圆 曲线 的 计算 例子 ,英国 两 位 数学 家 
Birch 和 Swinnerton-Dyer 于 1960 年 一 1965 年 关于 LCE, SOPH 
一 系列 猜想 . 第 一 个 便 是 


(BSD 1) WFO 上 所 有 椭圆 曲线 五 , 它 的 元- 函数 均 可 解析 
延 拓 成 整个 复 平面 上 的 全 纯 函 数 , 并 且 满 足 形 如 (2) 式 的 函数 方程 . 


WR LE SRSA BA ,进而 就 要 问 : 它 的 解析 特性 (在 某 些 
点 的 特殊 值 ,零点 和 它们 的 阶 等 ) 是 否 反 映 群 EOHRRAB. 
定义 (EE,s) 的 级 数 (1) 在 Re(s) >3/2 时 是 收敛 的 . 如 果 我 们 形式 
地 把 s=1 RA FF p14 那个 有 限 乘 积 部 分 , 则 
LE,D~ [Gap + pr) | 


pita 
a 1\7: p 
~ ] 一 = 1 一 a 
T| pt? [| sg41=a | 


přá N,’ 

其 中 N, Ra F, LRR E,=E(mod pE F, 中 的 点 数 (包括 
无 穷 远 点 ). 上 式 右边 收敛 指 的 是 无 穷 乘 积 的 极限 为 正 实数 . 如 果 
对 几乎 所 有 p 1 4 HR E, 在 有 限 域 下 ,中 点 数 都 很 多 , 即 N, 
均 很 大 , 则 使 无 穷 乘积 为 0, 即 ;二 1 为 L(E,s) 的 零点 ,人 们 期 望 下 
(Q) 也 很 大 ,比如 说 E(Q) 是 无 限 集合 , 即 群 E(Q0) 的 秩 rs 宇 1. Bit 
一 步 , 人 们 甚至 期 望 L(E,s) 在 s==1 处 的 零点 阶 等 于 群 E(Q) 的 
秩 . 上 述 二 位 英国 人 基于 大 量 例子 提出 了 这 个 猜想 , 即 


(BSD 1 ) 对 每 个 8 上 的 椭圆 曲线 E.R Lae LOE s) 
5 二 [处 的 零点 阶 Re SFA BH EQ) OK re. 


再 进一步 ,如 果 Re = 0, El s=] AN 是 LUE. SWE A, Wl 
LE, D 0. 按照 猜想 (BSD IE), 4 re=0, Bf ECO EBA RE. 
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他 们 的 下 一 个 猜想 是 函数 值 LCE , 1) Be BR BR BR E(Q) 的 
阶 和 和 群 E(Q) 的 其 他 特性 . 


(BSD 1 )#% L(E,1)* 0,0) 


_ AJUE) | 


其 中 4 是 与 五 的 几何 特性 有 关 的 某 些 不 变量 ( 实 周期 ,玉河 数 等 ) 
的 乘积 ,而 I(E) 是 的 所 谓 沙 发 列 维 奇 群 .后 者 反映 椭圆 曲 线 不 
符合 局 部 -整体 原则 的 程度 ,猜想 它 是 有 限 群 . 


以 上 三 条 便 是 关于 椭圆 曲线 的 Birch 和 Swinnerton-Dyer 猜 
想 , 简 称 为 BSD 猜想 . 对 于 任意 代数 数 域 ( 甚 至 函数 域 ) 可 以 提出 
类 似 的 猜想 . 它 是 椭圆 曲线 算术 理论 的 重要 猜想 . 自 20 世纪 50 年 
代 Deuring 对 有 复 乘 的 椭圆 曲线 证 明了 (BSD I ) 之 外 ,20 年 后 才 
有 理论 上 的 突破 .1977 年 ,J. Coates 和 A. Wiles 证 明了 :对 于 有 复 
来 的 椭圆 曲线 ,车 rz 之 1( 即 EE(Q) 为 无 限 群 ), 则 Rs 宇 1( 即 LCE, 
1)=0). 特别 地 由 工 (E,1) 妆 0 可 推出 E(Q) 是 有 限 群 .1983 年 ,B. 
Gross 和 D. Zagier 对 于 Q 上 另 一 类 “ 模 ” 椭 六 曲线 ET He BRK 
参数 化 的 椭圆 曲线 ) 证 明了 ;车 Re 二 1, 则 rs 宇 1. 1988 年 前 苏联 数 
学 家 Kolyvagin 对 于 “ 模 ” 椭 贺 曲 线 证 明了 HI(E) 是 有 限 群 . 1989 
年 一 1990 年 ,K. Rubin FQ 上 有 复 乘 的 椭圆 曲线 EE, 证 明了 
Hi( 互 ) 是 有 限 群 ,并 且 当 工 ( 有 ,1) 关 0 时 ,如 果 把 猜想 (BSD ID) 中 


Rag RELLE, D= ILICE) |, Rubin 证 明了 此 式 两 边 


均 是 非 零 有 理 整 数 (的 平方 ), 并 且 两 边 的 奇数 部 分 是 一 致 的 . 对 于 

具有 复 乘 的 许多 椭圆 曲线 也 证 明了 偶数 部 分 的 一 致 性 ,但 没有 完 

全 解决 . 20 世纪 70 年 代 以 来 上 述 一 系列 年 青 数学 家 关于 BSD 猜 

想 的 突破 性 结果 ,反映 在 这 个 时 期 椭圆 曲线 的 算术 理论 不 断 取得 

进步 ,而 这 些 结果 的 取得 则 采用 了 近代 代数 数论 的 各 种 新 思想 和 

新 方法 ,包括 半 整 权 模 形式 理论 和 在 下 节 讲 述 的 近代 分 圆 域 理论 
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中 构 作 p-adic L- pT. 

让 我 们 举例 说 明 BSD 猜想 对 同 余 数 问题 的 影响 . 对 于 无 平方 
KAFES n, MAh E :y= 二 x 一 nr 是 有 复 乘 ZL 的 曲线 . 我 
们 已 经 知道 : | 

n HARAS IEO ERS, >l. 

另 一 方面 ,Deuring 已 经 把 L(E,,s) 解 析 延 拓 成 整个 复 平面 上 的 全 
ti pg HX, BP CBSD 1 ) 对 E, 成 立 . 而 由 Coates-Wiles A R.A L 
(E,,1) 碾 0, 则 |E, (0) | 有限 ,从 而 是非 同 余 数 ,并 且 Rubin 证 明 
了 猜想 等 式 


2 
EOU LE, D= MCE, | (3) 


的 两 边 都 是 非 零 有 理 整 数 的 平方 ,并 且 奇 数 部 分 已 证 相等 . 利用 权 
为 3/2 的 半 整 权 模 形式 理论 ,Tunnel 对 (3) 式 左边 计算 出 一 个 非 


常 初等 的 表达 式 :以 NN {n= 二 ax’: 十 by 十 cx) 表示 方程 n= 二 axr?: 十 by 


十 cz? 的 整数 解 个 数 ( 其 中 a,b,c 均 为 正 整数 ). 则 
(3) 式 左边 一 


N (n= 222+ y? +322") — N (n= 22° +y +82) ,车 24 n, 


N pase ty + 3228 | SN |S maa + yh Be! , 若 2 |n. 


E n 为 同 余数 , 则 L(E,,1) 二 0, 从 而 上 式 右边 为 0. 反之 车 上 式 右 
边 为 0, 则 工 (E,,1)=0, 即 Re >1. 由 猜想 (BSD 工 ) 推 出 re >l, 
于 是 |E,(Q) | 无 限 , 即 为 同 余数 .综合 上 述 便 得 到 : 


定理 (Tunnel,1983) 设 为 无 平方 因子 正 整数 .如果 是 同 
余数 , 则 
l 


N in=2r ty 十 32z } 一 了 Nt 一 2 +y 8z) 2 Xn, 


N{ =r tyta] = SNF are ty +8e"| „fi 21n. 
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反之 ,者 上 面 等 式 成 立 , 则 在 (BSD DEZ Fn AMAR. 


现在 我 们 介绍 椭圆 曲线 的 另 一 个 重要 的 猜想 .将 定义 L(E,s) 
的 欧 拉 无 穷 乘 积 公式 (1) 和 Deuring WA BRAHAM BRA 
程 (2) 与 上 节 定 理 2 中 Hecke 模 形 式 的 无 穷 乘 积 展 开 和 定理 3 中 
的 函数 方程 相 比 ,可 以 看 到 它们 完全 一 样 (4%==2). 于 是 便 有 如 下 的 


谷山 - 志 村 - 韦 依 狂想 (Taniyama-Shimura-Weil 猜想 , 简称 
TSW 猜想 ) MFO 上 每 条 椭圆 曲线 已 , 均 存 在 正 整数 N ,使 得 五 
的 工 - 函 数 L(E,s) 是 尖 点 模 形 式 空间 SND HEA Hecke 模 


BK f= diag’ H L- Kg L) = San, 


nz] 


1955 年 9 月 ,谷山 (1927 一 1958) 在 东京 的 一 个 国际 学 术 会 议 
上 向 人 们 展示 了 他 计算 的 一 些 例子 ,表明 椭圆 曲线 工 函数 展开 的 
系数 和 某 些 模 形式 Fourier 展开 系数 惊人 地 一 致 .多数 人 认为 这 
只 是 偶然 的 巧合 ,而 志 村 五 郎 是 支持 谷山 观点 的 少数 人 当中 的 一 
个 , 即 相信 所 有 椭圆 曲线 的 三 函数 都 来 源 于 某 种 模 形 式 . 在 年 青 
的 谷 出 不 幸 去 世 之 后 , 志 村 继续 从 代数 几何 角度 研究 这 个 猜想 的 
本 质 ,其 至 认为 人 们 可 以 把 一 个 通过 模 形式 参数 化 的 椭圆 曲线 看 
作 是 善 和 美的 椭圆 曲线 . 我 期 望 所 有 的 椭圆 曲线 都 是 善 和 美的 .” 
梅 祖 尔 在 回忆 这 个 猜想 早期 的 情形 时 说 :“ 这 是 一 个 神奇 的 猜想 ， 
推测 每 个 椭圆 曲线 相伴 着 一 个 模 形式 ,但 是 一 开始 它 就 被 人 们 忽 
视 了 ,因为 它 太 超 前 于 它 的 时 代 . ”这 个 猜想 所 提出 的 问题 ,是 要 判 
定 一 个 狄 里 赫 利 级 数 2an 需要 满足 什么 样 的 条 件 ,才能 使 级 


数 >) 2,9" (q =e") 是 模 形式 . Hecke 在 20 世纪 30 年 代 就 研究 过 


这 个 问题 . 在 模 形式 和 椭圆 曲线 理论 经 过 30 年 长 足 发 展 之 后 , 韦 
依 于 1967 年 又 进一步 研究 这 个 问题 ,并 且 以 更 明确 形式 再 次 提出 
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上 述 猜 想 . 人 们 已 经 从 几何 和 群 表示 论 的 角度 发 现 了 TSW 猜想 
的 其 他 等 价 形式 . 我 们 在 前 面 只 给 出 它 最 容易 陈述 的 一 种 形式 . 
这 个 猜想 揭示 出 椭圆 曲线 和 模 形 式 之 间 的 深刻 联系 , 它 有 许 
多 重要 的 推论 . 比如 说 ,我 们 在 上 节 讲 到 ,Hecke 在 20 世纪 30 年 
代 就 证 明了 所 有 Hecke 模 形式 的 LL- 函数 可 以 解析 延 拓 并 有 函数 
方程 . mE TSW 猜想 成 立 , 即 椭圆 曲线 的 -函数 都 是 Hecke RE 
式 的 元- 函数 ,那么 椭圆 曲线 的 工 -函数 也 可 解析 延 拓 并 有 同样 的 函 
数 方程 . 也 就 是 说 :由 TSW 猜想 可 推出 猜想 (BSD I). 最 惊人 的 
消息 发 生 在 1986 年 :由 TSW 猜想 可 推出 费 马 猜想 . 正 是 这 个 消 
息 使 模 形式 和 椭圆 曲线 算术 理论 的 顶尖 高 手 A. 怀 尔 斯 面壁 7 年， 
对 于 一 类 重要 的 椭圆 曲线 证 明了 TSW 猜想 ,并 由 此 证 明了 具有 
350 年 历史 的 费 马 猜想 .到 了 2000 年 ,TSW 猜想 已 完全 被 证 明 . 
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$3.7 近代 分 圆 域 理论 (II): 
p-adic L- pki 


19 世纪 中 期 , 库 默 尔 在 研究 费 马 猜想 的 过 程 中 ,对 分 圆 域 的 
整数 环 , 理 想 类 数 和 单位 群 作 了 奠基 性 工作 . 20 世纪 前 半期 人 们 
对 分 圆 域 的 研究 主要 是 对 阿 贝尔 域 的 类 群 结 构 和 类 数 公 式 作 细致 
分 析 ,代表 和 总 结 性 工作 是 Hasse 于 1952 年 所 写 的 《 阿 贝 尔 域 类 
数 ;一 书 .从 50 年 代 末 期 开始 ,分 圆 域 研究 中 逐渐 出 现 了 一 系列 新 
的 方法 ,得 到 一 批 新 的 结果 ,也 提出 新 的 重要 猜想 .在 近代 分 圆 域 
理论 中 使 用 p-adic 分 析 构 作 了 p-adic 工 - 函 数 和 zeta BAM, FAA BR 
群 表 示 理 论 研究 类 和 群 和 单位 群 的 伽 罗 华 模 结构 , 研 究 类 群 和 单位 
群 在 一 系列 数 域 扩 张 (Z,- 扩 张 ) 中 的 性 状 , 以 及 p-adic 分 布 和 测度 
理论 . 这 些 在 近代 分 圆 域 研 究 中 所 使 用 的 工具 和 研究 方法 后 来 对 
数论 其 他 分 支 (特别 是 模 形式 和 椭圆 曲线 理论 ) 产 生 了 很 大 的 影 
啊 . 在 本 节 中 我 们 重点 介绍 构 作 p-adic zeta 函数 和 地 -函数 的 p- 
adic 分 析 方 法 ,下 节 介 绍 有 限 群 表示 理论 在 分 圆 域 研究 中 的 应 用 . 

Hensel 于 20 世纪 初 建立 了 p-adic 数 和 赋值 理论 ,导致 局 部 
域 理 论 .局 部 -整体 原则 和 数论 与 代数 几何 的 融合 . 另 一 方面 ,p- 
adic 分 析 工 具 也 象 实 分 析 那 样 沿 着 极限 ,连续 ,微分 ,积分 的 途径 
着 手 建立 . 首先 需要 选择 同时 从 事 代数 和 分 析 学 研究 的 适宜 空间 . 
在 通常 情形 我 们 取 复 数 域 C, 它 是 8 对 实 拓 村 完备 化 域 R 的 代数 
闭 包 . 而 对 p-adic 拓 朴 ,我 们 类 比 地 取 @ 对 p-adic 拓 朴 的 完备 化 
Q, 的 代数 闭 包 Cr 之 后 ,发 现 OF 对 p-adic 拓 朴 不 完备 . 于 是 再 取 
Qs 的 拓 朴 完备 化 Cj 之 后 ,Cs 是 代数 封闭 域 ,所 以 C, 是 我 们 今后 
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的 活动 空间 .Q@ 上 的 p-adic 赋值 | |, 和 p-adic 指数 赋值 w BC, 有 
惟一 扩充 , 仍 表示 为 ||,。 和 vw 例如 vp) 二 1, 从 而 un(V 太 ) 一 本 ， 
Mia|,=p °°. 

p-adic 赋值 具有 比 三 角形 不 等 式 |a 十 8| 委 |a| 十 12 更 强 的 性 
fi latb|,<max(lal,,. lol, ,所 以 有 与 通常 实 分 析 和 复 分 析 不 同 
的 特性 ,并且 p-adic 分 析 常 常 更 加 简单 . 例如 根据 定义 ,C 中 的 柯 
PJE Jija satan ttt} BEART BET se>0, 均 存在 N ,使 得 当 nom 
SN 时 均 有 |a, 一 a 1, 过 se. 但 实际 上 ,只 需要 |asi1 一 a 一 0( 当 nn 
ooh BRAT. AA mn BY, 

| ain — An | pmax { |A@n—An—1 lps lam- am- 2ps 


|an dn | pte 
特别 地 ,C, 中 级 数 Sa, BIOS AY a, > 0. TET h 


没有 这 样 简单 ， | 

再 考虑 C, 上 (对 p-adic HINAI ERR. 它 具 有 任意 拓 朴 域 
上 连续 肾 数 的 一 般 性 质 , 比 如 ;连续 函数 的 和 、 差 \ 积 仍 是 连续 函 
数 ,由 此 可 知 多 项 式 是 连续 函数 .但 是 对 实 拓 朴 熟知 的 一 些 连 续 范 
数 , 考 虑 p-adic 拓 朴 就 要 仔细 . 例如 对 p= 3 考虑 指数 函数 f(x)= 
2°. Rx,=2 e 3", i ntok} x,—>0. 而 Qin me 228" xa ORS" =] 
(mod 3*7!) Bf f Cr) —>1. 为 一 方面 , 取 2’, =3" WGA x’, 7 0,{8 
是 当 一 十 co 时 2°» = 2" 的 极限 是 8 中 的 3 次 本 原单 位 根 a,a ~ 
1 三 大 0)( 事 实 上 上 a=2(mod 3)). 因此 f(r) = 2" 对 于 3-adic 拓 朴 
在 zx 一 0 处 不 连续 . 

下 面 是 完备 距离 空间 的 一 个 一 般 性 结果 (这 在 拓 朴 学 中 是 容 
易 证 明 的 ), 用 它 来 构 作 p-adic iE 2% ph BCE 7B Se A 


S21 设 S 和 五 是 完备 距离 空间 ,ds Md, 为 它们 的 距离 
函数 ,A ES 的 一 个 稠密 子 集 . 如 果 函 数 f;A4 一 五 满足 如 下 人 性质 ， 
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对 每 个 s>0, 均 有 3>0, 便 得 当 zr,yE4 并 且 必 (zy)<9 时 就 有 
dn(f(r),f(y))<e, 则 了 可 以 惟一 地 扩充 成 从 5S 到 五 的 一 个 连 
2 pRB. 即 存 在 惟一 的 连续 昂 数 下 :S 一 号 ,使 得 下 l= 了. 

证 明 概 要 由 于 4 在 S 中 稠密 ,所 以 对 每 个 a€S, 有 A 中 序 
列 {a,} 使 得 lima, =a. 由 引 理 中 条 件 可 知 {f(a,)} 是 H PRA 
列 ， Mili limf(a,) <a€ H. 我 们 定义 F(a)=a( 这 要 验证 a 不 依赖 
于 {4a,} 的 选取 方式 ). W FSH 就 是 惟一 的 连续 函数 ,使 得 下 |， 
=f, 


现在 我 们 用 这 个 引 理 构 作 一 些 p-adic 连续 函数 . 
li itn 为 下 整数 ,f(x) 一 | ”| - = 一 Dr 十 1)， 


| | HL 作为 多 项 式 ,f(x) 是 从 Z, 到 0, 的 连续 函数 .但 是 当 z 为 


正 整数 时 ,f(r)E2ZCZ,. 于是/:Z 一 2Z, 是 连续 函数 . 由 于 2Z, LO, 
的 紧 子 集 , 从 而 Z, 对 p-adic 拓 朴 是 完备 的 ,而 正 整 数 全 体 是 Z, 的 


疯子 集 ,所 以 由 引 理 1 S| ”| 实际 上 是 从 Z, 到 Z, 的 连续 


pA BX. 这 些 连 续 函数 在 p-adic 分 析 中 起 着 基本 作用 . 在 实 分 析 中 ， 
财 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 可 以 用 多 项 式 来 逼近 ,从 而 表 成 宪 级 数 
形式 2,0" ，, 即 (z| 2 一 0,1,2,… 和 形成 L[0,1] 上 连续 实 函 数 的 一 组 


此. 下面 的 结果 表明 | | | 14 一 0,1,… | 是 紧 集 Z, 上 p-adic ERE 
数 空间 的 一 组 基 . 


定理 2 (Mahler) iB K 是 Q, 的 有 限 扩 域 ,Oxr EK 的 整数 

环 ( 即 On = { a€ K |v, (a) 20} }). WU BE 5% SE PH f.2, 一 Ok 都 可 
惟一 表示 成 

f(x)= Sjal” 


no 
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其 中 an E Ok »a,—> 0. 
WE BA 42xE€Z, If sv, 


va T 
|) =o. 而 a,>0, FÆ a, a 一 0， 
n ! 


所 以 级 数 f(z) = Dal" | KAFEE Z, 上 连续 函数 . 一 个 初 


等 演算 可 知 对 每 个 mO, 
a, = ie |” | Fa. 


由 此 可 知 展开 式 的 惟一 性 . 证 明 每 个 连续 函数 都 可 表 成 定理 中 形 
式 则 比较 困难 . 从 略 . 


例 2 令 aE1 十 p2Z,, 则 a=1 十 Bp(BEZ,). 对 每 个 非 负 整数 
sa 二 (1 十 Bp)*E1 十 pZp. 于 是 我 们 有 映射 
fN( 非 负 整 数 ) 一 1 十 p2,,f(s)=a. 
如 果 ss EN FEHB v (s~s ) SM, WM s ast pee 2). :不妨 假 
i s' S>s( BP s">0), W) 
vpla'—a’ =v, (a) +0, —a@ “m vw,(1—ar DF 
但 是 | 
of "= (14+ Bp)? "=1 (mod p™*), 
所 以 uv, (ai — a" M41. 这 就 表明 f 满足 引 理 1 中 条 件 (N 为 2Z， 
的 稠密 子 集 ). 于 是 由 上 了 可 定义 出 p-adic 连续 函数 (其 中 a€ 1 十 
pZ,) 
F:Z,71+)pZ,, JOS d. 
由 上 面 推导 可 知 , 对 于 s =a taypt Hap H EZ OKS p 
一 1), 取 正 整 数 ? =a tes tanp W a ( 即 s' 个 a MIO) A ot 的 近 
似 值 , 并 且 精 确 到 p-adic 展开 的 第 ps -位 .性 质 =a e a 和 
a` = (a) 1! 在 s,s' EN 时 成 立 . 由 函数 的 连续 性 知 在 Z, 中 也 成 
Vi. | 
更 一 般 地 ,如 有 果 a€U,= {a€ Z,|v,(a) =0} (p-adic 单位 群 )， 
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则 a? 'EL+pZ,. 对 每 个 4 二 0,1,2,…,p 一 2, 考 虑 集合 
A,=a+(p— DN={a+(p—1)n|n=0,1,2,.}, 
易 知 每 个 4. PEZ, 的 稠密 子 集 . 对 每 个 a 考虑 函数 
far AZ2,, flat (p—1)n) =a OOP" =a" © Ca?" ) 
如 果 v,(Cat(p—l1)n)— (at (p—1)n')) =, p—-1) (n—n')) 
> M, W v, (n — n) > M. we EC 1+ pz, 可 知 
vp (flat (p—1)n)— flat (p— Dn!) SM+1. Fl 1, 
对 每 个 aEU,, 我 们 构 作 了 p 一 1 个 不 同 的 p 一 adic 连续 函数 
fa:Z, >Z, (a=0,1,2,.,p—2). 
f. 在 4。 上 是 通常 意义 下 的 指数 函数 , 即 对 于 s€ AL =a 为 
s 个 a FAR. 当 1] 委 ca 委 2 一 2 时 ,指数 图 数 的 性 质 fa sHs )= fals) 
fi Cs AR ah Rew AE ss CA, 时 ,s+ GA,. A fo sts) = 
fols)fols') 在 A ERZ. 由 连续 性 知 在 Z, 上 也 成 立 . 


Z, 上 每 个 p-adic 连续 函数 都 可 惟一 展 成 Za. 7 | (Mahler 定 


H) ,但 是 也 像 实 分 析 中 那样 ,常常 用 震级 数 来 定义 连续 函数 . 设 
f(r) = Diaz" € Co[L[z]] 
是 系数 属于 OC, WER. 对 每 个 a€C,, Iar WHY AY 
Lanz" |p >00. 和 实 分 析 一 样 , 令 
(ima) | 
WW 4 |a], <r 时 ,3ase WR, M4 lel >r 时 此 级 数 发 散 , 并 且 
f(x) 二 Zasx" 是 开 球 
Dr" )={1EC,]| lel, <r} 
中 的 连续 函数 .7 NU FE Ye OE 42. 进而 ,对 于 (x) = 


微 商 ) 在 D(r- ) 中 仍 是 连续 函数 , 即 f(x) 在 D(r-) 中 是 无 限 次 可 
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oot BY) RE BT PR BL. 
例 3 p-adic 指数 函数 


PR Žr. 但 是 对 p-adic 情形 on! 中 户 的 指数 为 | 二 | 十 Faik FEL 


当 Jl, MBX. HF oo =[]+[4 ]4+-< 


P 


>] ,而 当 p° Knp i't, 


Ua > Hatea 
n np" n—p logn 
p—l p-1” p—1 logp’ 


可 知 lim 二 vn1) 二 一， 即 lim|n! |, =p 7 Bp exp Cr) MWK 
半径 为 pr. 


例 4 p-adic 对 数 函数 
yn 
dog, t2)= 》 —'" yr 


n 


1 
p—l 


n| 


TESA AT PE BOK BW 1, Alima =1. 对 于 p-adic 情形 ， 


由 于 BEE p IR BALL OKu, (n) <E 


=0, Ep og OIER 9H 1. 
令 g 王 p( 若 p 为 奇 素数 ),q 二 4( 若 p==2). 由 例 3 和 例 4 知 
exp (7) 是 qZ, 中 解析 函数 ,并 且 exp(qZ,)C1+pZ,, ii log, + 
Z) 是 pZ, 中 解析 函数 ,并 且 log,(1+ pZ,)€qZ,. 进而 有 
exp。jog,(1 十 z) 王 1 十 7 (r€ pZ,), 
log, °exp(a) =z (r€qZ,). 
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„lim La, (n) 


gp 


从 而 我 们 有 互 道 的 映射 
qZ, 1+p2,. 
还 可 证 明 
exp(r+y)=explr) * exp(y) (7,yEqZ,), 
log, [A +x)d+y)] 
=log,(1+xr)+log, 1 +y) (x. y€ pZ,). 
所 以 给 出 加 法 群 9Z, 和 乘法 群 1 十 p2, 的 同 构 . 以 上 诸 公 式 都 可 按 
这 样 方式 证 明 :它们 在 实 分 析 中 是 对 的 ,所 以 作为 形式 医 级 数 也 是 
对 的 ,于 是 在 p-adic 收敛 区 域内 也 是 对 的 . 
乘法 群 Q; 有 如 下 的 直 和 分 解 . 
OQ:=—(p)XWX(I+p2,),U,=W YX (1®ẸpZ,), 
AP ip ee p 生成 的 无 限 循 环 群 ,W eZ, 中 的 p 一 1 次 单位 根 
形成 的 群 ,以 上 表示 满足 $=1(mod p) 的 p 一 1 次 本 原单 位 根 , 则 
Q; 中 元 素 a 惟一 表 成 
a= p"{ la) (n=v,(a) EL,O0RIEp—2, (0) El+p2,). 
我 们 定义 log,a=log, (a) (HM log, p=log,6=1),jX RFE log, 
定义 到 整个 Q; 上 ,并 且 仍 满足 log,(aB)=log,alog,p. 
现在 对 aEU,, 可 以 定义 函数 
(a)*=exp(zlog,(a)) =exp(zlog,a). 
由 于 log, (a) €qZ,. AFL Ma)? BAxEC,| |x|,<qp rm AES 
PAK. 当 nEZ 时 (a)" 就 是 通常 的 意义 , 而 在 4 三 0(mod p—1) 
(p23) Al n=0(mod 2)(p= 二 2) 时 , la)" =a". 
例 $ (p-adic zeta pH) 19 世纪 人 们 对 于 贝 努 利 数 B,( 这 是 
有 理 数 ) 的 整 性 和 同 余 性 得 出 如 下 结果 


引 理 3(von Staudt-Clausen) ”对 每 个 正 偶数 nn 和 素数 p, 当 
p—1 f nit BEZ WIX p—1|n BtB, + EZ, 
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引 理 4(Kummer) i N2=1,2k40(mod p—1), 2k=2k' 


(mod (p—1)p”). W 


— Buy _. 4 2k 1 Boy N+1 
—(1— p” = (1 一 户 ) zpr Mod p ). 


并 且 同 余 式 两 边 均 是 p-adic BR. 
一 百年 后 ,人 们 才 以 新 的 观点 看 待 库 默 尔 这 个 同 余 式 :这 不 恰 
好 可 以 用 来 定义 p-adic 连续 函数 吗 ? 设 p 宇 5, 对 每 个 正 整 数 a,1 
<ax<P ~“, 定义 集合 
Ca = {1— (2a+(p—1)b) |b=0,1,2,} 
=]—2a—(Cp—I)N. 
每 个 C, 都 是 Z, EH POO AA C, 彼此 不 相交 . 考 
起 映射 
广 :C 一 2 六 一 280 一 一 0 一 OrD5 
引 理 4 恰好 是 说 : 若 1 一 2 ,1 一 2 €C,.v,((1 — 2k) — (1— 2h’ )) 
=v,(2k' —2k) SN, M) v, fad 2k) -f.1— 2k )) 之 N 十 1. 所 以 
由 引 理 1, 它 可 扩充 为 p-adic EBM 大:Z, 一 Z,. 
我 们 知道 , 黎 曼 zeta BM E(n) = 》 nn ' 解 析 延 拓 到 整个 复 


平面 上 之 后 , 它 在 负 奇 数 处 的 值 为 《1 一 26) 一 一 5. 如 果 考虑 级 
In) p-adic 收敛 性 , 它 显然 是 发 散 的 ,因为 对 *=p',1n “|,= 
PRK CSA s>0 时 ). 我们 需要 把 级 数 中 满足 pln 的 那些 项 nn ' 去 
fi, BIS 


q 
ptn gp 


= (1 — #56) (s>1), 
其 中 4 ot p 以 外 的 所 有 素数 .这 时 
E (1—2k)=(1—p* ECI — 2k) 
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B 
2k-1 2k -一 eae 


所 以 p-adic 连续 函数 f, HEC, 上 取 值 和 参 一 致 .我 们 把 G) RA 
成 22(s), 叫 作 p-adic zeta 函数 . 这 种 看 法 和 构 作 方式 是 1964 年 
由 Leopoldt (Hasse 的 学 生 ) 和 久保 田 (Kubota) 给 出 的 .于 是 对 每 


个 pes, RIIA PS p-adic 连续 函数 (从 Z, 到 ZDE (3) 
IKa LÊZ], HHO OME EZ, 的 稠密 子 集合 C. ER 


值 一 样 . 
类 似 地 也 可 构 作 p-adic L- PHM. HAAR A 


定理 5 设 上 为 素数 ,xX 是 导 子 为 S BARI EAA tE. q 
= p(%4 p 之 3),g= 二 4( 当 p= 二 2 时 ). 对 每 个 正 整 数 Fog 1, 了 |F, 定 
x 
L,(s,X) 


=e p Kara 5S 


j0 


| BE C,. (x) 


ota 
若 X 不 是 主 特征 , 则 LOE D=(s€C, | |5|,<gp 7) PHS 
mag 若 X 为 主 特征 , 则 s=1 为 L,(s,X) 的 单 极 点 并 且 留 数 为 1 


-4| lims- DLG, O=1-4] ,而 在 1 <s€D 时 均 解 析 . 并 


L*(s,X%) = DX)n = 1 — LPL, X) 


nz | 


ptn 
FE RA — 2k |k=1,2,3,°°} EE tH, L,C, x) u HE p-adic 
了 -函数 . 
公式 (x ) 中 的 (a) 由 本 节 讲 述 log, 时 所 定义 ,Xea)(0 或 次 
单位 根 ) 看 作 C, PIER. 


* 了 37。 


这 些 p-adic L- eA TT A A YE? 对 于 古典 情形 我 们 有 狄 里 
赫 利 1- 函 数 在 s==1 值 L(1,X) 的 计算 公式 ,并 且 阿 贝尔 数 域 K 的 
类 数 ACR) AY ARRE E LA, ORRE. 对 于 p-adic 情形 我 们 
有 类 似 的 公式 . 


定理 6 RK An 次 实 阿 贝 尔 域 ,KK 是 伽 罗 华 群 Gal(K/O) 
的 特征 群 . 则 
2 hhKORK) _ 
VdK IXxER 
其 中 xX" 表示 与 xX 对 应 的 本 原 特 征 ,R,(K) 与 RCK) 的 定义 相仿 但 
aT C, 04 i K 的 p-adic regulator. 进而 ,也 有 与 古典 情形 相仿 的 
LO OAA CHA XA log BUR p-adic 对 数 log,). 


* -1 
1—2 L, X) EC,, 


上 面 公式 叫 作 p-adic 类 数 公 式 . 通常 类 数 公式 中 出 现 超越 数 
R(K) Al log 1 —o), 在 复数 域 中 对 复 拓 朴 计 算 类 数 有 (KK) 和 它 的 
近似 值 比较 困难 . 而 用 p-adic 类 数 公 式 ,R(K) 和 log, 的 p-adic if 
似 值 容易 得 到 ,从 而 容易 计算 类 数 ACK) AY p-adic 近似 值 . 所 以 p- 
adic 方法 特别 适合 于 研究 类 数 的 整除 性 质 . 比如 说 , 库 默 尔 关 于 分 
圆 域 类 数 的 整除 性 结果 ( 见 $》2. 2 库 默 尔 结果 (5) 和 (6)) 以 及 在 p- 
adic -函数 出 现 之 前 人 们 用 有 限 群 表 示 论 得 到 的 关于 分 圆 域 和 阿 
贝尔 域 一 系列 重要 结果 ( 见 下 节 ) 都 可 用 p-adic L-A% p-adic 
分 析 方 法 统一 地 证 明 , 并 且 对 这 些 结果 给 予 新 的 看 法 和 更 深 的 理 
解 . 当然 ,一 个 方法 的 价值 主要 是 看 能 否 得 到 新 的 重要 结果 和 猜 
想 . 月 p-adic LL- 函 数 得 到 的 第 一 个 重要 结果 是 由 岩 泽 健 吉 (lwa- 
sawa) 给 出 的 ， RARD R h ERN RORA RAI KFA PRM 
的 变化 性 状 . 

一 个 数 域 的 扩张 序列 
K=K,CK,CK,C*K,C« 
如 果 对 每 个 n 宇 0,K,/K 是 加 次 循环 扩张 ， 我 们 称 这 个 扩张 序列 
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H K 的 -扩张 .这 是 因为 令 天 .= K., WK./K BER 


华 扩张 , 它 的 伽 罗 华 群 Gal (K../K) £2 Gal(K,/K)<Z/p’Z Wit 
限 ,所 以 同 构 于 加 法 群 jmZ/2"Z=Q. 反 过 来 . 若 K/K ICR 


罗 华 扩张 ,并 且 Gal(K. /KK) 同 构 于 加 法 群 Z,. 根据 无 限 伽 罗 华 扩 
张 的 基本 定理 ,天 .. /天 的 中 间 域 和 Z, 的 闭 子 群 一 一 对 应 . 由 于 Z, 
的 闭 子 群 只 有 p"2s(n 二 0,1,2,…), 所 以 K/K 的 所 有 中 间 域 构 
成 上 述 序列 ,并 且 Gal(K,/K) RF Z,/p’Z,=Z/p"Z, BM K,/K 
是 请 次 循环 扩张 ,所 以 我 们 也 把 天 /天 叫 作 2,- 扩 张 . 例如 对 每 
个 奇 素数 pF K=O) (n=051520) A 

Gal (K,,/K,)Gal(K,/Q)/Gal(K,/Q) 

=(2/p"'Z)" / 一 1 阶 子 群 ) 之 2Z/ p22. 

所 以 Ko =Q(, CK, CCK, Co E OL, Z,-P RK. 如 果 以 工 ， 
表示 K, 的 惟一 子 域 使 得 [天 ,: L,J=p—1, 0 

L,=QCL,C CLC 
EH OW Z,-T HK. Hh Ky =O Cot? + Er EO 的 2" 次 循环 
Jon Mill Ko =QCK,CCK,C 是 0 的 2Z,- 扩 张 .而 令 工 ,= 
Qe), Mi) Lo CL, Ce CL, Ce EL, = OG) 2Z,- 扩 张 . 更 一 般 
地 ,对 任意 数 域 开 , 令 Ki = KE) WME (0 EG EYE Kt y+ 
GK. 于 是 KOK CCK aE Æ K, 的 Z,- 扩 张 . 这 类 2Z,- 扩 
张 都 叫 作 分 圆 Z,- 扩 张 . 


定理 7( 岩 泽 )〉) RK 为 数 域 ,KK 二 KoCKiC…CK,CC… 是 K 
的 2。- 扩 张 .对 素数 pW ce, RAR KAE ABBE p> |h(K,)(K, 
的 理想 类 数 ), 即 ec, =v, (A(K,)). 则 存在 入 无 关 的 非 负 整 数 BA 
和 整数 ", 使 得 对 每 个 ”之 0 均 有 
e = up" t+aAnt+y. 


这 是 一 个 深刻 的 结果 . 它 依赖 于 更 多 的 代数 工具 ,也 依赖 于 岩 
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heel TAYE p-adic L- pRB Bt Fi E: FER BH E. 他 把 每 个 p-adic 

琐 数 对 应 于 系数 属于 Z, 的 关于 了 HERM, BU ie St Bie HF A= 
Z z fr] 中 的 元 素 

宕 泽 对 环 人 的 研究 来 源 于 数 域 的 Z,- 扩 张 :=koChkiC*…Ck, 
Cor. @ P=Galk../k), EAA FM Z,. 作为 拓 朴 群 Z, 是 由 
1 生成 的 无 限 循 环 群 Z 的 拓 朴 闭 包 . 因此 本 (乘法 群 ) 也 是 由 某 元 
素 7Y 生 成 的 无 限 循环 群 的 拓 朴 闭 包 . KK, 的 固定 子 群 为 T (由 .7 
生成 的 无 限 循环 群 的 拓 朴 闭 包 ) ,于 是 ,二 Gal(K,/K)=T 了 /IY* 是 
p” 阶 循环 群 . 当 m>n>0 时 由 自然 映射 OH, 诱导 出 环 同 态 
ZAD.jJ~>Z,L0,]. m 8 zr JSZ [T] +T)" —1) H 7 
(mod I” >=> 1+T (mod +T)” —1)), 于 是 给 出 

Z,[0]=limZ,(P,J=limZ,(T]/((1+T)”"—1). 

”而 后 者 同 构 于 人 =Z,[[T]]. 最 后 得 到 

Z [r r]= A =z [[T]], tp y —1+T. 
Z,LL7J]j] 不 是 主 理想 整 环 ,但 它 是 惟一 因子 分 解 整 环 . TK 


f(T) = > oa7 E 人 为 单位 当 且 仅 当 a 是 Z, 中 单位 ( 即 w Ca) 
=0). 而 不 可 约 元 素 可 取 为 p 和 一 类 特殊 的 多 项 式 f(x) 二 zr 十 


a,x" 十 … 十 aiZ 十 aoy 其 中 vla) Z100 Sn— 1), ny yE distin- 
guished 多 项 式 . 换 句 话说 , 环 人 有 如 下 的 分 解 特 性 


引 理 8 (p-adic 外 尔 斯 特 拉 斯 分 解 定理 ) ”对 每 个 0 冯 SCT) 
E A=2Z,L[T]]j,; 则 f(T) 可 惟一 分 解 成 
f(T)=p*P(TIU(T), 
其 中 w 为 非 负 整数 ,CT) 为 人 中 单位 ,PCT) 为 distinguished 多 
项 式 . 


利用 A 人 的 这 个 分 解 定理 , 岩 泽 证 明了 有 限 生成 人 - 模 的 结构 
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定理 . 


定理 9( 岩 泽 ) 每 个 有 限 生 成 人 - 模 均 拟 同 构 于 人 "四 由 A/ 


PODATI rates onivm; 均 为 非 负 整数 ,万 (7 ) 为 
A 中 不 可 #4 4) distinguished 多 项 式 . 而 人 - 模 M 和 AN 叫 作 拟 同 
构 , 是 指 存在 人 - 模 同 态 9: MN, (4G kerp 和 cokerp=N/Ing 都 
是 有 限 的 . 

现在 介绍 定理 7 的 证 明 思 想 : 对 每 个 nid LL H K, 的 最 
大 不 分 歧 阿 贝尔 p- 扩 张 . GEA MIE» X, = Gal (L,/K, RHF kn 
的 理想 类 群 的 Sylow p- 子 群 4,. 再 令 Let Ka = UK, 的 最 大 不 


分 歧 阿 贝 尔 P-P Lo = UL, T = Gal(K../K) 自然 作用 在 


X=Gal(L../K..) Es HF X 是 射影 p- 群 ,从 而 Zs, 也 自然 作用 于 
X E. FEX XZT. 而 Z,[T] 守 2Z,[[7T]]== A ,因此 XX 是 
入- 模 . 进一步 , 岩 泽 证 明了 X 是 torsion 人 - 模 . 由 结构 定理 9, 可 
知 X PAWFO A/D A/T) WEA LTR 
distinguished 多 项 式 . 然后 再 将 X 投射 到 X,, 便 可 算出 A (S=X,) 
的 阶 p%“ ,从 而 得 到 定理 7 中 关于 e, HAR. 

上 述 证 明 中 并 没有 出 现 p-adic 元 -函数 .但 是 岩 泽 首先 证 明定 
理 7 的 一 个 最 简单 情形 时 采用 了 p-adic 三 函数 方法 , 即 利用 分 贺 
域 OE, FER Ay HY p-adic 解析 公式 ,把 相对 类 数 hs 表示 成 一 些 
LL, (1,X) 的 乘积 ,再 用 A 中 的 震级 数 对 应 于 每 个 p-adic L-R% 
LGC O ,然后 利用 A 中 客 级 数 的 分 解 特 性 ( 引 理 8) 对 于 Az 给 出 了 
类 似 于 定理 7 的 结果 . 

岩 泽 关于 数 域 Z,- 扩 张 的 类 数 公式 e= up tint ERAR 
数 域 情 形 的 启发 . 设 C 是 Ff, 上 绝对 不 可 约 的 非 奇 异 曲 线 , 根据 
$ 3. 4 ,我 们 对 函数 域 K=F,(C) 的 除 子 类 数 h(K) 有 公式 h(K)= 
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28 
LO). HPLU)= [| (一 wU) € ZU] Æ zeta RZ) = 


LU)/(1 一 UU) (1 一 9U0 ) 的 分 子 多 项 式 ,g AHA C 的 亏 格 . 令 K, 
=F (CK 的 系数 域 扩张 ), 则 KK,/K AMP EDK, Ae ER 
同 构 于 Gal(Fw/F,), 这 是 次 循环 扩张 .利用 的 素 理想 在 ,中 
的 分 解 规律 ,可 得 到 天 , 的 zeta HRW Zk U)=L,U)/A-UW) a 


一 g0) BR LU) = J] 0 — wil) € ZU]. ACK =L,(). 


现在 设 p 是 9 WRAL. K',.=K,-, M KSK CK CCR’, 
CW Z -E HK. > e=, AR, A ERA EY nE 
分 大 时 有 en = Ants FOP Ay Bn AR. 关于 数 域 Z,- 扩 张 情形 比 
pA 3X Jak SS AY ,需要 人 - 模 的 深刻 结果 ,并 且 公 式 中 多 出 一 项 up”. 但 
是 基于 这 种 数 域 和 函数 域 的 类 比 , 岩 泽 提出 如 下 的 


猜想 ”对 每 个 数 域 K 和 素数 p,KFK 的 分 圆 Z.- 扩 张 的 ( 兰 
洋 ) 不 变量 y 均 为 0. 


1979 年 ,Ferrero 和 1. Washington 对 于 天 是 阿 册 尔 域 的 情形 
证 明了 这 个 猜想 . Greenberg 进一步 猜想 : 若 K 是 全 实 域 , 则 对 K 
的 分 圆 Z,- 扩 展 , 岩 泽 不 变量 4 也 为 0. 这 两 个 猜想 至 今 都 未 解决 . 

在 研究 分 圆 域 和 2,- 扩 张 过 程 中 产生 的 构 作 p-adic LL- 函数 方 
法 和 人 - 模 理论 ,对 近代 数论 其 他 分 支 产 生 很 大 影响 . 为 了 研究 模 
形式 Fourier 展开 系数 的 同 余 和 整除 性 质 ,发 展 了 p-adic 模 形式 
理论 . 对 于 定义 在 数 域 & 上 椭圆 曲线 万 入 的 2Z,- 扩 张 {b,) (一 
0,1,2,…), 为 了 研究 点 群 ECK,) 的 性 状 , ANEHE T HE h E 
的 p-adic 万 -函数 L,(E,S) 和 相关 联 的 人 - 模 结构 . 我 们 在 上 节 介 
绍 的 Coates-wiles 和 K. Rubin 关于 椭圆 曲线 BSD 猜想 的 重要 结 
果 就 采用 了 p-adic 二 -函数 L,(E,s) 作 为 重要 工具 之 一 . 反 过 来 , 模 
形式 种 椭 辆 曲线 的 这 种 p-adic 理论 又 促进 分 圆 域 理论 的 发 展 , 
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Klingen 和 Siegel 分 别 于 1962 年 和 1969 年 证 明了 :对 每 个 全 实 域 
K( RK SCUORAHWBELRA). KAS zeta MR Ex(s) 在 非 负 
整数 的 取 值 均 为 有 理 数 ,方法 是 它们 是 某 些 希 尔 伯 特 模 形式 
Fourier 展开 的 常数 项 ,就 像 黎 曼 zeta 困 数 值 是 爱 森 斯 坦 级 数 的 
常数 项 一 样 . 然后 Deligne 和 Ribet 1980 年 利用 p-adic 希 尔 伯 
特 模 形式 的 结果 得 到 这 些 有 理 数 的 同 余 性 质 , 从 而 作为 插值 给 出 
TKR k HJ p-adic LL- 也 数 L,(s,X), 它 在 一 批 负 整 数 上 取 值 和 工 
(s,X) = DLANA” 一 致 ,其 中 4 Ox 的 整理 想 , 而 X 是 实 阿 


贝尔 扩张 M/K 的 伽 罗 华 群 的 特征 (根据 类 域 论 ,X 可 看 成 是 天 的 
某 个 广义 类 群 的 特征 ). 7 F=K(C,) Fo FO Z,- HK CBD 
天 一 天 (7 Wi) A==Gal(F/K)(p 一 1 阶 循环 群 同 构 于 (2Z/p2Z)”) 
可 看 成 模 p 犹 里 赫 利 特征 . Rw AK p 的 Teichmiiller 特征 , 即 对 
与 p 互 素 的 整数 a,rw(a) 为 满足 wla) 三 a(mod pp) 的 p 一 1 次 本 原 
单位 根 ,对 于 A 的 每 个 奇特 征 X, Barsky (1977) ,Cassou-Noguès 
和 Deligne-Ribet (1980) 都 证 明了 存在 人 中 形式 等 级 数 ;对 应 于 
下 的 p-adic L-R L, (swx), BP L, Gwl DSA Aat py 
1). 问题 在 于 如 何 得 到 AT? 在 这 方面 , 岩 泽 有 如 下 的 猜想 . 

以 L 表示 天 -的 最 大 不 分 歧 阿 贝尔 -扩张 ,如 前 所 述 ,X= 
Gal (L../F..) X torsion 人 - 模 , 对 于 群 环 Z,(AIH BS e= 


Tay > ,X16)6, &X 也 是 torsion 人 - 模 . 于 是 拟 同 构 于 也 A/ 
Ed . i 
(PAID A/a (THBAS w= ding T=" [| gT). 


兰 泽 主 猜想 RYAANAHIE X =w, M AT) =gT) - 
UT) ,其 中 U(CT) 是 A 中 单位 . 


这 是 近代 分 圆 域 理论 一 个 重要 猜想 . 第 一 个 突破 是 由 Mazur 
和 Wiles 于 1984 年 得 到 的 ,他 们 对 居 二 0,F 二 0(5,) 的 情形 证 明 
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了 宕 泽 主 猜想 ,采用 了 与 某 些 模 形式 相 联 系 的 p-adic 表示 . 后 来 
K. Rubin 于 1990 年 用 Kolyvagin 在 椭圆 曲线 理论 中 创造 的 Euler 
system 方法 给 出 一 个 简化 的 证 明 , 见 L.C. Washington《Introduc- 
tion to Cyclotomic Fields > 一 书 第 二 版 的 第 十 五 章 , 这 个 结果 在 分 
圆 域 理论 和 代数 天 -理论 中 都 有 重要 的 推论 . 1992 年 ,Greither $ 
用 Kolyvagin 和 Rubin 方法 对 K 为 任意 阿 由 尔 域 的 情形 证 明了 
岩 泽 主 猜想 . 

以 上 我 们 介绍 了 构 作 p-adic zeta 函数 和 p-adic 二 -函数 的 插 
值 方法 和 笑 级 数 方法 . 现在 介绍 由 Mazur 于 1972 年 创造 ,后 来 被 
广泛 采用 的 第 三 种 方法 , 即 p-adic 测度 和 p-adic 积分 方法 . WH 
HER, RTA Q, 上 的 积分 为 例 .但 是 首先 要 回忆 一 下 实数 域 R 
上 的 积分 是 如 何 定义 的 . 

it 上 是 区 间 Lo,1J 上 的 一 个 测度 . 这 意味 着 :对 [0,1] 的 每 个 

可 测 子 集合 M,A(CM) 为 非 负 实数 , 并 且 满 足 如 下 的 可 加 性 : 若 M, 

GE7) 为 L0,1j 的 任意 多 个 可 测 子 集合 ， FABER AR 则 


Ap Um» = 一 2 uM). 
这 时 ， 对 [0， 1] 上 任意 连续 函数 Sx) ,我 们 把 L0,1j 分 成 一 
小 区 间 
一 Lzroyzi) 7 一 [zz 一 [zz]， 
其 中 0 一 ro< zi<<… “< 一 1. 任 取 TELzr zj] Cr 和 2) ,考虑 
Sse, pl1,). 
这 个 求 和 在 区 间 分 得 愈 来 愈 细 时 趋 于 极限 ， 这 个 极限 叫 作 f(x) 关 
于 测度 “在 [0,1] 上 的 积分 ,表示 成 | Fede), 


现在 考虑 Q, 我 们 把 紧 开 子 集 Z, XEF R 的 闭 区 间 [0,1]. 
更 一 般 的 ,对 每 个 a€ 0,,NEZ, 我 们 把 子 集合 
at (p*)=at+p*2,= {rEQ,lv,r—a)>N) 
叫 作 是 @ 的 一 个 区 间 ,N 叫 此 区 间 的 级 别 . 例如 : pZ, 二 0 十 
* 144° 


(p*). 下 面 引 理 表明 它们 在 p-adic 拓 朴 中 起 着 基本 作用 . 


引 理 10 Q, 的 每 个 紧 开 子 集 都 是 彼此 个 相交 的 有 限 个 同 级 
别 区 间 的 并 集 . 

证 明 大 意 每 个 紧 开 子 集 U 都 是 有 限 个 区 间 的 并 集 . 再 由 级 
BAN 的 区 间 a 十 (p*) 可 分 成 p 个 级 别 为 N 十 1 的 区 间 at jp“ 
+p" ')O<j<p-D ZH. KU U 一 定 是 有 限 个 同 级 别 的 区 间 
之 并 .但 是 同 级 别 的 两 个 区 间或 者 不 相交 ,或 者 完全 相等 (这 是 p- 
adic 拓 朴 的 特征 ). 所 以 把 重合 的 区 间 去 掉 之 后 ,U 就 是 彼此 不 相 
交 的 有 限 个 同 级 别 区 间 之 并 集 . 


设 针 是 0 的 紧 开 子 集 ,x 是 一 个 映射 ,把 X 的 每 个 紧 开 子 集 
U RRO, 中 元 素 uU). RIK py 是 X 上 的 一 个 p-adic 分 布 , 是 
指 满 足 如 下 的 可 加 性 :车 UV 是 有 限 个 彼此 不 相交 紧 开 子 集 U;(1 声 


<M HFK MW WU) = Dew. 


X ER p-adic 分 布 叫 作 是 p- adic 测度 ,是 指 存 在 实数 B, 使 得 
MX 的 每 个 紧 开 子 集 UU, 均 有 |u(U) 1,<B. 

为 了 验证 一 个 p-adic 分 布 py 是 否 为 测度 ,只 需 对 AX 中 的 每 个 
区 间 =at REES el< 即 可 ,因为 由 引 理 10, 紧 开 
FRU 是 有 限 个 彼此 不 相交 的 区 间 LAS SMAA. 于 是 若 
le) SBAS Sn), WU 是 p-adic 分 布 以 及 p-adic 赋值 特 
性 知 | 


KDL = | Ya |, < max {| #0; |,) < B. 


进而 ,入 级 区 间 a 十 (p*) 是 p 个 彼此 不 相交 的 N 十 1 级 区 间 
at jp +O OO<j<p—-1lD MHF. 如 果 p 满足 可 加 性 , 则 


pla + (p*)) = Dy pa + jp + (+). (Cx) 
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过 来 ,利用 引 理 10 不 难 证 明 , 若 (* ) 式 对 每 个 区 间 a 十 (p* ) 均 
ea, 则 w 满足 一 般 的 可 加 性 .所 以 为 证 u 为 p-adic 分 布 , 只 需 验 
证 Cx ) 即 可 . 

例 1 RW X=Z;,, €X plat (p"))=p *EQ,. 易 知 (x ) 式 成 
立 , 这 个 p-adic 分 布 表 示 成 py Haar 分 布 ). 当 N 一 十 ce 时 ,|prr(a 
HOP D1, =p “|,=p*>+00, Mill un 不 是 p-adic 测度 . 

例 2 取 2Z, 中 一 个 固定 元 素 4, 定 义 

1, GacU, 
HU) = 0, 否则 . 
易 知 这 是 Z, 的 p-adic 测度 , 叫 Dirac 测度 . 


例 3 ( 贝 努 利 测 度 ) 


= Dr x“, B.E OCQ,. 现在 由 下 式 定义 贝 努 利多 项 式 


Beorco r]， 
re" wy Bt), 
e7 — ] -一 - x T. 


例如 BO=1,BO)=t~ 5B) =F —t+ Be =F—3¢ 
+ ft … 易 知 B (0) = By. 现在 对 每 个 区 间 a+ Cp* \a€Z,0<a 
<p’ NEZO 

a 


Hrala + (p~) ) = p% 47 DB, p“ 


(k=0,1,2,.). 
这 里 A 是 BCE t= Mb RITE. 经 过 初等 运算 可 知 对 每 个 
R205 peat EC ) 式 ,所 以 是 p-adic 分 布 , 叫 作 贝 努 利 分 布 . 例如 
对 N>0,0<u<p*, 
solat (p*))=p “(Haar 分 布 )， 
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Ceca, 


7 | a 1 
a. (at (PS) =Bi[ Sy) => 

r AY N 2 a 1 
pnalat (p*))=p* Bsl ox) =P"| Se Sat eI: 


所 有 的 wen (RO) ABA E p-adic 测度 ,但 是 用 它们 可 构 作 出 一 批 
p-adic 测度 来 . 首先 注意 : a M y Æ X ERB p-adic 分 布 , 则 对 
aa EQ, am 十 ap 也 是 p-adic 分 布 , 其 中 (am tap.) (U) = 
al U) F apel U). 

现在 设 £ 宇 1,aE€2 ,使 得 a = 1 HHA a 关 0(mod p). X F Z, 的 
每 个 紧 开 子 集 U, 则 aU 也 是 紧 开 子 集 .定义 p-adic 分 布 

MaalU) = pp, U)—a* py, Co). 

经 过 一 系列 p-adic 计算 ,可 证 /4.s《& 宇 1,1 太 a€2,p 全 OYE p- 
adic 测度 , 叫 作 贝 努 利 测度 . 

有 了 XX 上 的 p-adic 测度 w, 便 可 定义 和 上 连续 函数 对 Aw 的 p- 
adic 积分 . 对 每 个 连续 函数 Ss XO, 作 “ 黎 曼 和 ” 

>， zs)Hp(a + (p*)), 

其 中 aun Eat Cp”). 就 像 通常 实 积 分 情形 一 样 ,利用 wp 是 p-adic 
WBE. BD | Ca + (p™)) SB, AE N 一 十 co 时, 上面 求 和 有 p- 
adic 极限 ,并 且 此 极限 不 依赖 点 zw AKER sh. 称 此 极限 为 了 在 


X EX} u MJ p-adic 积分 ,表示 成 | fu 


对 所 有 贝 努 利 测度 a Zl, SEZ p 十 a) 都 可 作 p-adic 
积分 ,它们 之 间 有 如 下 的 关系 :对 Z, 的 每 个 紧 开 子 集 X， 


| lra = | x! M a. 
X X 


这 表示 mm 和 Am.。 的 关系 与 实测 度 d(x*) 和 dx 之 间 的 关系 相仿 . 
于 是 对 kl, 
Hea Zp) = fe. (0+ (p°))=B,0)=B;, 
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ugal pZ) = baa 0+ (p')) =p" Bis 
FAX U,=Z,— pZ, WA 
upal Up) = pee (Z>) — ber PZ) = A — p* |) By. 
现在 取 1 aEZ,p X a. Wi aU,=U,. FE 
Hn aU p) = par U,) —@ “pp. CU ,) 
=(1—a*)(1— p*" By. 
由 于 


Hra Up) = | Fika = e| a"! Ma 9 

所 以 
l k—] — _ på—] _ Bi 

二 让 > Au 一 (1 P | k |. 
我 们 看 到 ,上 式 右 边 怡 好 是 本 节 前 面 定义 的 p-adic zeta p % 
> (s) 在 人 负 整 数 处 的 取 值 . 由 此 可 给 出 5 Cs) BY p-adic 积分 表达 
式 : 对 sEZ,. . 

CY (I — 2a — (p — 1)s) 


— (a7 24t D9 __ Dof eet PDs Vag 


r 


用 类 似 方 法 ,可 以 得 到 数 域 和 椭圆 函数 等 许多 p-adic L-R p- 
adic 积分 表达 式 ,这 需要 找到 适当 的 p-adic WE. 所 以 p-adic 积分 
已 成 为 研究 数论 的 重要 工具 . | 
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$ 3.8 近代 分 圆 域 理论 CI )， 
有 限 群 表示 论 的 应 用 


研究 群 结构 的 一 个 重要 手段 是 通过 群 同 态 将 不 同 群 加 以 比 
较 . 人 们 和 希望 用 某 类 群 作 为 “样板 而 研究 所 有 和 群 到 它们 的 同 态 . 这 
类 群 要 足够 一 般 , 即 其 结构 有 充分 代表 性 ;同时 又 很 具体 , 即 对 它 
们 有 充分 的 了 解 . 人 们 选择 了 两 类 群 作为 样板 ,一 种 为 置换 群 . 另 
一 种 为 矩阵 群 . 群 G 到 置换 群 的 同 态 叫 G 的 置换 表示 ,而 G BSE 
个 阶 线性 群 GL,(R) 的 同 态 (其 中 RR 为 交换 环 ,GL,(R) 表 示 R 
En WAAR WEG ER EW n 次 线性 表示 . 本 节 所 说 群 
表示 均 指 线性 表示 . 当 民 为 复数 域 C 时 , 叫 作 G 的 复 表 示 . SRA 
C, ME BF dt C90 8,) 和 子 域 的 整数 环 ( 如 2Z,) 时 , 叫 作 G BY p- 
adic 表示 . 
有 限 群 的 ( 复 ) 表 示 理 论 起 源 于 19 世纪 末期 Frobenius 的 工 
作 . 在 20 世纪 30 年 代 交 换代 数 产 生 之 后 , 群 表 示 论 逐渐 采用 模 论 
的 语言 . 设 p:G 一 GL,(R) 是 有 限 群 G 在 交换 环 R 上 的 一 个 n 次 表 
示 , 则 通过 p 将 G 作用 到 表示 空间 R EBB EG e EREK 
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作用 是 指 线性 变换 p(g). 于 是 群 环 RIGA R E.R’ ER 
LCj]- 模 . 更 一 般 地 ,对 于 任意 RLC]- 模 M ,都 可 采用 表示 论 的 方法 
研究 M 的 RLGjJ- 模 结构 . 例如 设 G 是 有 限 阿 贝尔 乘法 群 ,C EC 
的 特征 群 ( 每 个 特征 X:C 一 C 都 是 G 的 一 次 复 表 示 , C= 
GLC)), 则 CLG] 中 1G | 个 元 素 | 

e, 一 Te] twa (YEG) 
是 CLG JM iE 46 FH 50. BN ek =e,,€,6.=0(Y AEG, A). FA 1 
= dite FE CICA FRA NS 

R=C[G]= OR, Rr=exk. 
从 而 每 个 R- 模 M 均 有 R- 子 模 直 和 分 解 

M= BM Mr=eM. 
又 如 对 p 一 1 阶 循环 群 G(p 为 素数 ), 则 对 G 的 特征 X,X(g) (gE 
GEA p 一 1 次 单位 根 .由 于 2Z, 中 存在 p 一 1 次 本 原单 位 根 ,所 以 
x 可 看 成 p-adic 特征 , 即 Y:G—>Z,. Mii & = | Dror E 
Z,[G] (注意 5 二 EZ,). 于 是 对 每 个 2,[Gj]- 模 M 均 有 2Z,[G] 子 
模 直 和 分 解 

M= BM:, My=exM. 

Kip RAR LMP PMA SR. 二 次 剩余 
的 勒 让 得 符号 ,高 斯 和 以 及 犹 里 赫 利 L- RK Ls. x) 1 AO BE m 
狄 里 区 利 特征 就 是 有 限 阿 贝 尔 群 (Z/m2Z) 的 特征 (一 次 表示 ). 他 
们 在 研究 高 斯 和 以 及 L(s,xX) 的 性 质 中 均 使 用 了 特征 的 正 交 关 系 . 
对 于 数 域 的 佑 罗 华 扩张 L/K, 件 罗 华 群 G=Gal(L/K) 自 然 地 作 
用 在 工 的 许多 数论 对 象 上 (如 整数 环 O,,L 的 分 式 理想 群 1(L)， 
理想 类 群 C(L) 和 单位 群 U(L) 等 ). 这 些 对 象 作 为 交换 群 也 均 为 
Z- 模 ,从 而 均 为 Z[G1]- 模 . 研究 这 些 对 象 的 ZLGCJ- 模 结构 (人 多 罗 华 
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模 结 构 ) 是 代数 数论 的 重要 课题 . Olax ms 4p RK K/Q,G=Gal 
(K/Q) , 则 Ox 是 循环 ZL[G]- 模 相当 于 说 存在 a€ Ox ,使 得 {ola)|o 
CG) Ox 的 一 组 整 基 . 这 类 研究 一 直 进 行 到 现在 并 引发 出 许多 
深刻 的 结果 和 猜想 . 在 分 圆 域 理 论 中 主要 涉及 类 群 或 单位 群 的 
ZLGj- 模 或 Z,LGj- 模 结构 问题 ,其 中 G 是 有 限 阿 贝尔 群 . 第 一 个 重 
要 结果 是 Stickelberger 于 1890 年 得 到 的 . 

设 天 是 阿 贝 尔 域 , 则 它 是 分 圆 域 OK Ft, HP m 为 域 
K 的 导 子 . mE ERE G=Gal(K/Q) RF (Z/mZ)* 的 一 个 商 群 . 
X} Cam) =1,Q (Çn) H A FH olo, En =6) E K PARR Bic 
为 o. 元 素 

6=0K)= >) Sor € Q[G] 


Laam 


(一 1 


现在 叫 作 Stickelberger 元 素 ;而 7 二 ZLG | A 9Z[G] 是 Z[G jj 的 理 
想 , 叫 作 Stickelberger 理想 . 


Stickelberger 定理 (1890 Æ) 对 每 个 PE7T 和 天 的 每 个 分 式 
理想 A. 8 作用 4 得 到 的 A’ 必 为 主 分 式 理想 . 换 名 话说，Stick- 
elberger 理想 了 和 零 化 天 的 理想 类 群 . 

WAKE 首先 分 析 了 理想 了 的 结构 :对 每 个 与 m 互 素 的 整 
BC, 易 证 (C 一 cc)2EZLG]. 由 定义 即 知 (C 一 occ)06E€E1I， 进而 证 明 
了 了 是 所 有 这 种 元 素 (C 一 gc)9 生成 的 理想 . 然后 考虑 高 斯 和 的 素 
理想 分 解 . 对 于 属于 分 圆 域 到 MSHA ec, Stikelberger 明 
显 地 给 出 主 理想 (g) 在 Ox 中 的 素 理想 分 解 式 

(g) =gOx = Pi Pere P”, 
其 中 C=GaL(K/C) 在 素 理 想 集合 {P,，…，P.} 上 的 作用 是 可 迁 
的 ， 即 存在 素 理 想 P, 使 P =PO 6, EG). FEl =P, 
其 中 8=aio 十 … 十 aoEZLG] 具体 的 计算 表明 8 有 形式 (C 一 
cc)0. 8 把 己 变 成 主 理想 (5)， 即 是 说 8 把 理想 类 [P] 零 化 . 使 用 
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Fe fs AS Bt) Te ST AA et) Fe BAG Op SK EANA TR (CC — 0) 0 把 每 
个 理想 类 零 化 , 于 是 了 零 化 天 的 整个 理想 类 群 . 


1932 年 , 法 国人 Herbrand 用 上 述 结 果 推 进 了 库 默 尔 关于 分 
圆 域 的 工作 . 对 于 素数 ps5. Uh, MA 分 别 表示 K= M 
天 =Q(,+6, ) 的 理想 类 数 . 库 默 尔 证 明了 ( 见 8 2.2 BB): A; 
=h,/h, 是 正 整 数 ， 并 且 pilh plih; or RANSA B, Bi 
+B, FERN AF. 

即 存在 ny 1<n<P—*, MEI v, (Ba). | 
现在 采取 表示 论 观点 . 以 4 和 4+* 分 别 表示 天 和 天 + 的 理想 类 和 群 
CCK) AI CCK” BY Sylow p-f#E. WI} A|A|A* | 分 别 等 于 有 ,和 
h; 的 p- 部 分 . 于 是 
plh,@|Al>1eA4Q). 
群 G= 二 Gal(K/Q) 自 然 作用 于 类 群 C(K) 之 上 , 也 自然 作用 于 Sy- 
low 于 群 4 之 上 . 另 一 方面 , 4 是 有 限 阿 贝尔 p- 群 . 每 个 元 素 a 


U 


CA 的 阶 有 形式 p'US0). 对 每 个 2Z, 中 p-adic 整数 a= X ap’, 


i— O 


当 il a =l BETAK eta WERNA 
aarti PAZ, 自然 作用 于 4 上 , 从 而 4 是 Z,[G]- 模 . 
G 是 p 一 1 阶 循环 群 ( 同 构 于 (2Z/pZ)*), 所 以 G 的 特征 可 看 成 是 
模 p 的 狄 里 丈 利 特征 ,并 且 取 值 于 Z,。，G 为 p 一 1 阶 循环 群 是 由 
Techmiller 特征 w 生成 的 , 其 中 对 每 个 与 p 互 素 的 整数 a, wa) 
AZ, 中 的 p 一 1 次 单位 根 , 使 得 wla) 二 a(mod p). FEG = lw | 
OSS p~ 2}, We RICH MARES oc cy, 则 A 作为 2Z,[G]- 
模 有 直 和 分 解 | 
A=@A,. A;=e,A. 
注意 偶 特 征 全 体 (w’ | Oi p— 2, 2|i} 是 GalCK+/O) 的 特征 群 ， 
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sb ARE BN FF ean op EE er eF 


HMAED A 同 构 于 At. 于 是 对 


217 


A -9A =A ALDAO A,- 


a | AT CENT 的 p- 部 分 , BIA | =p, 其 中 s=v,(h,). X 
易 证 明 A =O). 因此 库 默 尔 结果 可 以 说 成 : 

plhz( 即 对 某 个 i 二 3,， 5,…, p—2, 使 4; 关 (1)) 

SPER 1=2, 4, +, p 一 3, fii v, (B). 
1932 Æ, Herbrand 证 明了 :对 每 个 2 7 7, 3<i<p—2, 若 A; + 
(1), Wv,(B,-) 21. 1976 Æ, Ribet DEAR T EA v,(B,_,) 
21, WAAC). FH:AAC)v,(B,-)S1l. RRA T ER 
尔 的 上 述 结果 . Herbrand 结果 的 证 明 使 用 Stickelberger 定理 ,在 
发 明了 p-adicL- 函 数 之 后 ,可 以 对 证 明 有 更 好 的 理解 ， 而 Ribet 
结果 的 证 明 则 使 用 了 深刻 的 模 曲线 和 代数 几何 手段 . 1987 年 ， 
K. Rubin 采用 Kolyvagin 更 为 初等 的 方法 证 明了 Ribet 结果 . 
1992 Æ, Harder 和 Pink 给 出 Ribet 结果 的 另 一 个 证 明 . 

1958 4E, Hasse 的 学 生 Leopoldt 把 库 默 尔 的 结果 plhy>p| 

h, (Bh pkp lh; ) 作 了 同样 风格 的 细 化 . 


Leopoldt 反射 定理 设 i 为 偶数 , 0Si<p—3, 而 j=p—?2 
一 则 A: 的 p- BRA; 的 p-BR<A; 的 p- 秩 十 1. 这 里 对 每 个 有 限 
阿 贝 尔 p- FE A, A 的 p- 秩 是 指 A/A ER F, ERR. 

这 个 定理 可 以 推广 到 阿 贝 尔 数 域 上 ,用 p-adic LL- 函数 可 以 给 
出 反射 定理 的 一 种 解释 :作为 Mazur 和 Wiles F 1984 年 所 证 的 央 
洋 主 猜想 (对 0) 的 推论 , 可 以 得 到 群 同 构 . 

H 1€ {3,55 +, p—2}, W AZZ, /L,(0, wi)2Z,. 
而 反射 定理 可 由 p-adicL- 函 数 的 解析 特性 推出 . 


库 默 尔 在 给 Kronecker 的 信 中 把 p 1 At (对 每 个 奇 素数 p) 
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称 作 “ 答 证 明 的 定理 ”现在 通常 称 作 Vandiver 猜想 . 目前 对 于 p 
<<4X10'* 均 已 验证 这 个 猜想 是 正确 的 , 并 且 由 Vandiver 猜想 可 
以 推出 分 圆 域 理论 中 不 少 重要 的 结论 , 但 这 个 猜想 至 今 未 解决 . 


以 上 讲述 了 20 世纪 对 于 分 圆 域 ( 和 阿 贝 尔 域 ) 的 类 群 所 作 的 
研究 . 除了 上 述 之 外 , 综合 使 用 代数 和 解析 方法 ，1971 Æ Mont- 
gomery 和 Uchida 各 自 独立 地 证 明了 库 默 尔 的 如 下 猜想 :对 于 奇 
素数 p, h, 二 1 4AM plo. KA, Masley 于 1976 年 又 采用 
同样 方法 决定 出 类 数 为 1 的 全 部 分 圆 域 0(5,) GE 30 个 ). 下 面 讲 
述 对 于 分 圆 域 单位 群 的 研究 结果 . 对 每 个 正 整 数 m2 (mod 4), 
分 圆 域 0(&,,) 的 (整数 环 Ok 二 Z[5,] 的 ) 单 位 群 U,, 有 直 和 分 解 

U n = W n x Vian 4 
其 中 W, 是 Ox 中 单位 根 循环 群 , RA m GE 41m) 或 2m( 若 2 二 
m), iii V 是 秩 r= gn) 一 1 的 自由 阿 贝尔 群 . 对 于 的 最 大 
实 子 域 K =n HE), 其 单位 群 为 Ut 二 ( 土 1)xXV+, 其 中 V+ 
HIE r= 90m) —1 的 自由 阿 贝尔 群 . ERENT U, 中 单位 
均 可 表 成 C; 中 单位 ( 实 单位 ) 和 单位 根 之 积 ,所 以 可 以 取 了 为 
Vi. 即 可 取 天 -的 -个 实 单位 ,同时 是 天 和 天 + 的 基本 单位 系 . 


当 mm 很 大 时 , 要 具体 构 作 这 样 一 组 实 单位 系 是 很 困难 的 . 但 是 库 
ARER r 个 非常 简单 的 实 单位 (L==&6,)， 


“一 


©. amt 
1 一 各 4/2 gal? sın mi nl 


4 EW? pie 


sin Z (a, m)=1. , 
m 


称 作 分 圆 单位 .对 于 m= p 的 情形 , UEA 个 分 圆 单位 是 独 

立 的 ( 即 它们 之 间 没 有 乘法 关系 ), 从 而 生成 U, MUS 的 一 个 秩 ， 

是 有 限 群 . 由 于 天 * 的 理想 类 数 如 x+ 的 公式 中 包含 这 些 分 圆 单位 的 
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EA Set. EX MEDA whe oe re -t 


XY SE. FRR AR h UWE BA ih 24 m= p 时 

[U,: WC} J=(U7 : Ch ]=h}. 
AF m= p" 有 类 似 的 结论 , 但 是 希 尔 伯 特 在 《数论 报告 } 中 发 表 看 
法 ,认为 对 一 般 的 m, 库 默 尔 构 作 的 x 个 分 圆 单位 可 能 不 独立 ， 
从 而 分 圆 单位 群 C 的 秩 会 小 于 整个 单位 群 U, CA UR += 


FPCm)—1. 1965 £, Ramachandra 在 数学 上 证 明了 希 尔 伯 特 论 


断 的 正确 性 . 比如 说 ， 当 mm 有 4 个 不 同 素 因 子 时 , Ct 的 秩 一 定 小 
于 7.1978 年 ，Sinnott 把 分 圆 域 0(5,,) 和 它 所 有 阿 贝 尔 子 域 的 分 


圆 单位 放 在 一 起 生成 一 个 更 大 的 分 圆 单位 群 C; , 证 明 这 个 群 的 
秩 为 ,并且 对 它 的 伽 罗 华 模 结构 作 了 细致 的 上 同调 计算 ,得 到 


(Us :CC 说 一 2 + Ax. HR o HED EAE BR. 1980 年 ， 
Sinnott 又 把 此 结果 推广 到 任意 阿 贝 尔 数 域 . 

上 述 结果 体现 出 实 阿 贝 尔 域 的 单位 群 和 理想 类 数 之 间 的 联 
R. 人们 自然 要 问 :经 典 代数 数论 的 两 个 最 主要 的 研究 对 象 一 一 
类 群 和 单位 群 ， 至 少 对 分 圆 域 的 情形 是 否 在 结构 上 有 联系 ”比如 
对 天 一 @( 六 十 多 )， 库 默 尔 的 公式 Er， Ch] =at 表明 群 避 7/C> 
和 天 的 理想 类 群 C(K+) 有 相同 的 阶 . 进而 要 间 , 它们 作为 车 罗 
华 模 ( 即 作为 ZIG], G=Gal(K*/Q)X(Z,pZ)*/(41)) BBE 
构 ? 有 反例 (p= 二 62501) 表 明 这 并 不 永远 成 立 . 于 是 退 一 步 问 ;它们 
作为 有 限 阿 贝尔 群 是 否 同 构 ? 目前 这 个 问题 没有 结论 . 甚至 这 两 
个 群 的 p- 部 分 作为 阿 贝 尔 群 是 否 同 构 也 不 知道 根据 上 述 ， 


CCK) H Sylowp- 子 群 为 47 =@A(A=6A*), 而 Ut/C; 的 
2 
Sylowp- 了 于 群 (表示 成 U”) 作 为 Z,[G]- 模 也 有 分 解 
U»=@u., U; P =U P, 


2j; 
目前 得 到 的 最 好 结果 是 对 每 个 << Sp 3, 21i, HHA] = 
。155 。 


IU |, 这 是 Mazur-Wiles 证 明 的 岩 泽 主 猜想 (对 0) 的 一 个 推论 . 
1990 年 Kolyvagin 用 比较 初等 的 方法 (Euler system) 重 新 证 明了 
这 件 事 , 并 且 Rubin 用 Kolyvagin 方法 重新 证 明了 对 8 KEE 

h; 是 类 群 C( 天 + ) 的 阶 ， 库 默 尔 说 它 也 是 群 Uy /CY 的 阶 . 但 
是 相对 类 数 hs。 却 只 是 两 个 类 数 的 商 h,/h;, 它 是 否 也 有 别 的 代 
数 刻 划 方 式 ?1962 F, 岩 泽 对 于 m==p' 的 情形 给 出 hy 的 一 种 代数 
AR). $ K=Q,), G=Gal(K/Q)={0,|1<a<p', (a, p)= 
1}. 我 们 有 Stickelberger 元 素 


9 一 广 2 ao, IEOLG 
和 RR 二 ZLG | 的 Stickelberger 理想 T= 二 R90R. 考虑 RR 和 了 的“ 负 ” 
部 分 . 

R =(l~o_ R={r€ERIco_ r=—7x}, 1 =I1NR , 
WI Æ RoW R- 子 模 . 岩 泽 证 明了 :LR :I ]=hy. 
1978 和 1980 年 ，Sinnott 把 这 个 结果 推广 到 任意 分 圆 域 和 阿 贝尔 
RE 以 C 和 C+ 分 别 表 示 天 =QGw) 和 天 + 的 理想 类 群 , 则 A= 
[C:C*]. 自然 要 问 是 否 有 ZLC]- 模 同 构 R-/I-=C/C*? 这 同样 
有 反例 (zt 王 4027)， 人们 又 退 而 考虑 它们 的 p- 部 分 C/C1+ 的 Sy- 
low p- 子 群 就 是 前 面 的 A“. R /I), H R/T” BH p-a, 那 
么 作为 Z,LGj]- 模 是 否 A =(R/T-),? Ba AGERE Vandiver 猜 
想 p 二 hy 成 立时 这 是 对 的 . 


以 上 是 人 研究 阿 贝 尔 域 的 类 群 和 单位 群 的 佑 罗 华 模 性 质 ，1920 
年 ，Hecke 研究 任意 数 域 的 阿 贝 尔 扩张 L/KK， 即 Gal(L/K) 为 阿 
NRE. 他 用 类 域 论 构 作 了 一 种 L- 函 数 L(s, X), 给 出 解析 延 拓 
和 函数 方程 ( 叫 作 Hecke 工 - 函 数 ). 利用 它 的 解析 特性 得 到 Ok 中 
(在 工 中 具有 某 种 分 解 特性 ) 素 理想 的 分 布 规律 . 1923 Æ, Artin 

« 1566 ， 


XE MS ET Kk LK WET- L-A% EAE EE G= 
Gal (L/K) 的 复 表示 . Artin 二- 函数 一 开始 用 来 研究 Ox PCE L 
中 具有 某 种 分 解 特性 ) 素 理想 的 分 布 , 后 来 用 于 研究 工 的 单位 群 . 
我 们 介绍 Artin LL- 函 数 的 定义 . 设 p:G 一 GL,(C) 是 G 的 一 个 
复 表 示 , X 为 表示 e 的 特征 . 对 于 Ox MO, MAES RBM ZS 和 
P, P|P, 以 Zp 和 Tp 分别 表示 PP MF LK 的 分 解 群 和 惰性 群 . 
S Vr 为 表示 空间 V=C" 对 Tp 的 固定 子 空间 ， 即 
={vEV gv 二 v( 对 每 个 gET>}, 
则 Vp 是 CLZp/Tpj- 模 . 4 P 不 分 歧 时 Tp=={1}, 从 而 对 几乎 每 
^ PISA Vp=V. 令 op H Zp/Tp 的 Frobenius 自 同 构 生 成 元 ， 
则 1-NA "op 作用 于 Vp 上, 并 且 它 在 V, 上 这 种 作用 的 行列 式 
det(1 一 和 Nop) 只 依赖 于 FY, 是 NS 的 多 项 式 ( 次 数 志 n= 二 [1 
: KD, 它 也 只 和 表示 po 的 共 轿 类 有 关 ， 从 而 是 特征 x 的 函数 . 
Artin L-K E X X 
Lis, X) = [[ Lats, MO, Lass xX) 


=det(1—Na-s6,) 7. 
AY LAUER EEK Res>1 PUM, 并 且 有 如 下 的 基本 性 质 

(1) X AXHA G 的 特征 ， 则 

LCs, XX)=L(s, xX)L(s, X); 

(2) @ WEG 的 正规 子 群 ,Xx 为 G/H 的 特征 . 将 x 提升 成 
G BIFFE X, W LCs, X=LGs, XX); 

(3) &HAGCH FH. XA HERE. 以 ind%X 表示 % 在 G 
上 的 诱导 特征 , 则 L(s, indgy=Ls, x); 

(4) 4 G 是 阿 贝 尔 群 ,xX 是 G 的 一 次 表示 特征 , 则 L(s, x) 
本 质 上 是 HeckeL- WR, 所 以 有 解析 延 拓 与 函数 方程 ,并 且 它 只 
在 :二 1 有 极点 , 且 是 单 极点 . 

根据 Brauer 定理 , G 的 每 个 特征 都 是 循环 群 H, 的 特征 Xx, 所 


诱导 的 特征 的 线性 组 合 :X= >) mind x tn EZ), PL L(s, x) 
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= J] LG, x)", 而 由 (4) 知 Artin 六 函数 均 可 解析 延 拓 成 整个 


复 平 面 上 的 亚 纯 函数 . Artin 的 一 个 著名 猜想 为 ， 

车 XX 不 包含 平凡 特征 ( 取 值 恒 为 1), 则 L(s, xX) 为 复 平 面 上 全 
fiti pK RX. 

由 (3) 和 (4) 可 知 , 由 1 次 表示 特征 诱导 的 X, LG. ORE 
的 . 由 Artin 猜想 可 推出 代数 数论 中 关于 狄 德 全 zeta 函数 的 重要 
猜想 :对 任意 数 域 扩张 M/N, Sus) /En G) 是 复 平 面 上 全 纯 函 数 ， 
这 个 猜想 对 许多 情形 得 到 证 明 , 但 未 完全 解决 . 


以 上 我 们 概括 地 介绍 了 有 限 群 表示 理论 在 代数 数论 中 的 某 些 
应 用 . 下 一 个 发 展 是 无 限 群 表示 理论 在 数论 中 的 应 用 , 它 开创 了 
代数 数论 的 一 个 新 篇 章 :现代 代数 数论 . 


a XA 
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第 四 草 ”现代 代数 数论 (1967 一 ) 


在 整个 20 世纪 里 , 代数 数论 一 直 是 十 分 活跃 和 延续 不 断 的 
研究 领域 . 严格 说 来 , 近代 和 现代 的 代数 数论 没有 明显 的 分 界 . 
我 们 把 1967 年 看 作 是 现代 代数 数论 的 开始 , 是 因为 这 一 年 在 代 
数 数论 研究 中 有 两 件 具 有 重要 意义 的 事情 . 一 件 是 韦 依 出 版 了 
《基础 数论 》(Basic Number Theory) 一 书 . 这 本 书 总 结 了 20 世纪 
前 70 年 代数 数论 的 重要 研究 方法 ,把 这 些 方法 加 以 系统 化 ,标准 
化 和 抽象 化 . 韦 依 在 书 中 把 局 部 -整体 原则 凝聚 在 Adèle 和 Idéle 
语言 之 中 , 完善 而 统一 地 采用 局 部 紧 群 上 调和 分 析 来 讲述 代数 数 
论 ， 给 人 以 面目 一 新 的 感 党 . 此 书 已 成 为 后 人 学 习 和 研究 代数 数 
论 的 必 读 经 典 蔷 作 ， 对 代数 数论 的 发 展 影响 很 大 . 另 一 件 是 朗 兰 
效 提 出 了 一 个 重要 的 猜想 ， 后 来 发 展 成 规模 宏伟 的 “ 朗 兰 效 网 
领 , 它 把 群 的 无 穷 维 表示 理论 引入 到 代数 数论 中 , 使 代数 数论 
以 及 许多 相关 领域 的 研究 进入 一 个 包 新 的 时 期 ，1967 年 以 前 ， 代 
数 数论 已 经 和 代数 几何 、 复 分析 、 有 限 群 表示 理论 和 解析 数论 等 融 
合 交 织 在 一 起 .1967 年 以 后 , 代数 数论 在 更 高 的 层次 上 又 与 李 
群 . 无 限 群 表示 理论 、 群 上 调和 分 析 和 微分 几何 密 不 可 分 20 t 
纪 后 30 年 代数 数论 的 发 展 还 有 两 个 显著 的 特点 . 

(1) 这 是 代数 数论 大 丰收 的 时 期 .20 世纪 前 70 年 代数 数论 
取得 许多 重要 成 果 . 但 给 人 印象 最 深 的 是 涌现 出 丰富 的 思想 和 一 
大 批 新 学 科 . 它们 所 蕴 育 的 能 量 在 20 世纪 70 年 代 以 后 达到 总 的 
爆发 , 产生 出 一 批 重大 成 果 . 这 些 成 果 的 集中 体现 是 三 项 菲 尔 兹 
奖 和 一 项 沃 尔 夫 奖 . 这 就 是 德 林 证 明 高 维 韦 依 猜想 、 法 廷 斯 证 明 
莫 代 尔 猜 想 \ 德 林 费 尔 德 证 明 函 数 域 上 二 维 朗 兰 兹 局 部 猜想 (这 三 
项 成 果 分 别 获 得 1978, 1986 和 1990 年 菲 尔 兹 奖 ) 以 及 怀 尔 斯 证 
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BH Be D Fa 48 CO Rt AB == ST RAB 1996 年 沃 尔 夫 奖 ). 

(2) 20 世纪 70 年 代 以 来 , 代数 数论 在 取得 上 述 辉 煌 理论 成 
就 的 同时 , 在 计算 机 科学 和 数字 通信 信息 科学 的 许多 领域 得 到 重 
大 的 应 用 , 并 且 常 常 体现 为 代数 数论 的 最 新 成 果 的 深刻 应 用 . 代 
数 数 论 同时 扮演 着 皇后 和 仆人 的 角色 , 很 好 地 发 挥 着 “可 上 九天 
fA. 可 下 五 洋 提 浆 ”的 功能 . 

我 们 在 本 章 中 先 介 绍 1967 年 两 项 重大 事件 的 意义 , 然后 以 
四 项 重大 成 就 为 线索 介绍 近 30 年 代数 数论 的 发 展 . 在 第 五 章 介 
绍 代 数 数论 的 几 项 重要 应 用 . 


$4.1 韦 依 的 《基础 数论 》(1967 年 ) 


大 数学 家 常常 给 自己 所 写 的 书 起 一 个 小 小 的 名 字 ,《 基 础 数 
论 ) 实 际 上 讲述 了 很 高 深 的 数论 本 书 共 分 两 部 分 , 第 一 部 分 是 
用 局 部 紧 群 上 的 调和 分 析 统 一 讲述 整体 域 (代数 数 域 和 范 数 域 ) 的 
基本 理论 ,第 二 部 分 则 是 用 单 代数 的 语言 统一 讲述 整体 域 上 的 类 

韦 依 在 书 的 前 言 中 说 , 这 本 书 是 讨论 代数 数论 “ 近 30 年 >( 指 
1967 年 以 前 的 30 年 ) 的 发 展 , 也 就 是 局 部 紧 群 和 其 上 的 测度 与 积 
分 在 代数 数论 研究 中 所 起 的 作用 . 他 说 , 在 狄 里 赫 利 和 厄 尔 米 特 
HR, 甚至 在 闵 柯 夫 斯 基 年 代 , 数论 问题 中 出 现 的 “连续 变量 ”就 
好 像 变 魔术 一 样 . 但 是 现在 我 们 知道 , 实数 域 不 过 是 与 所 有 p- 


adic 数 域 完全 平等 的 大 家 庭 成 员 之 一 . 韦 依 说 , 局 部 域 的 许多 重 


要 事实 和 有 价值 的 结果 可 以 不 用 局 部 紧 群 性 质 , 而 只 用 代数 语 
言 ， 从 而 在 更 一 般 的 条 件 下 也 成 立 . 某 些 数 学 家 似乎 觉得 他 们 完 
° 161° 


全 领悟 了 上 帝 的 旨意 . 但 是 他 本 人 是 在 做 数学 而 不 是 做 神学 ,他 
只 是 对 数学 材料 加 以 和 谐 的 处 理 , 满足 逻辑 和 美学 的 要 求 ， 他 在 
讲述 类 域 论 时 没有 明显 使 用 任何 上 同调 语言 . 从 这 个 意义 上 说 ， 
书 的 第 一 部 分 可 以 认为 是 “现代 ”的 , 而 第 二 部 分 是 “ 非 现代 ”的 . 
但 是 ,任何 一 位 熟悉 伽 罗 华 上 同调 的 人 ,都 很 容易 把 书 中 用 单 代 
数 讲 述 的 类 域 论 翻译 成 上 同调 语言 . 他 的 用 意 是 “ 想 对 于 行驶 特 
定 航 线 的 航船 设置 较 少 的 装备 ,以 便 可 以 承载 更 多 的 货物 . 如 果 
装备 太 多 ,， 船 就 要 沉 掉 .” 

韦 依 所 说 的 “特定 航线 ” 指 的 是 代数 数论 和 类 域 论 ， 书 中 讲述 
的 多 数 结果 都 是 经 典 的 和 已 知 的 . 但 是 韦 依 采取 了 全 新 的 观点 和 
处 理 方法 ,这 种 观点 和 方法 现 已 成 为 后 人 从 事 代 数 数论 研究 的 样 
Re. 这 是 此 书 的 最 重要 价值 . 

书 中 使 用 了 由 所 有 局 部 信息 来 反映 整体 域 玉 信息 的 理想 语 
言 和 工具 , 这 就 是 天 的 Adele 环 和 Idele 群 . 这 两 个 概念 在 韦 依 
之 前 已 经 被 Chevalley 和 Iwasawa 所 采用 , 但 是 韦 依 在 书 中 运用 
得 最 为 充分 , 并 且 把 数 域 和 函数 域 统 一 讲述 . 现在 我 们 以 数 域 为 
例 介绍 现 代 代 数 数论 的 这 两 个 概念 (函数 域 情 形 除了 韦 依 的 书 之 
外 ,初学 者 可 阅读 文献 中 W.-C. Winnie Li 的 书 ). 

设 天 为 代数 数 域 ， 以 zx 表示 K 的 所 有 素 除 子 所 成 的 集合 . 
对 K 的 每 个 素 除 子 GPCR, Ko BKM PHARRR. 4 2 E 
pel EK BRR SH. K-=R EC. 而 当 2 是 非 阿 素 除 子 时 ， 以 
O+ 表示 天 > 的 整数 环 . 所 有 加 法 群 玉 > 都 是 局 部 紧 群 . 我 们 自然 
会 想到 无 限 直 积 群 


I Ko={Crz) lzx€ Kz}. 


PE Dk 
ERT KK 的 所 有 局 部 信息 , 但 是 它 没有 满意 的 拓 朴 性 质 ， 比 如 
说 ,作为 无 限 个 局 部 紧 群 的 直 积 , 它 的 积 拓 朴 不 是 局 部 紧 的 . 合 
适 的 对 象 是 考虑 它 的 子 群 

4xk 一 {(zz)E 天 .>| 对 几乎 所 有 P, zzEO>)}. 
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这 里 “对 几乎 所 有 PEH “BRT AA AE KR BR FAA PR PAE 
阿 素 除 子 之 外 ”的 意思 . 事实 上 A 是 一 个 交换 环 , 叫 作 天 的 
Adele IR. 以 En 表示 天 的 所 有 (有 限 个 ) 阿 基 米 德 素 除 子 组 成 的 
集合 , 对 Zx 的 每 个 有 限 子 集 S, FASS Èo, 记 


Axk(S)= like bd iil Oz. 


PES TE DK—S 
这 是 4x 的 子 环 , 它 是 有 限 个 局 部 紧 拓 朴 空 间 和 无 限 个 紧 拓 朴 空 
间 的 直 积 ,对 于 积 拓 朴 4k (S) 是 局 部 紧 的 . MRS, AS, BER 
两 个 素 除 子 集合 , SiS. M) Ak(S DACS), FFB Ax(S;) 中 的 
拓 朴 即 是 由 Ac (SWABS HRN SEG. 所 有 4xk(S) 的 
( 正 向 ) 极 限 就 是 Adele 环 Ax. 对 每 个 满足 上 述 条 件 的 S, 集合 
[WwW || Oc 为 包含 零 元 素 0 的 开 集 , 其 中 Wz EKo 中 包 


FES ESS 
含 0 的 开 集 . 所 有 这 样 集合 构成 0 的 开 集 基 ， 可 知 A 对 这 样 的 
Fh Rh Fe eB RAY. Ax 中 元 素 (zz) 叫 作 天 的 一 个 adele. 
对 于 天 中 每 个 元 素 z， 则 对 几乎 所 有 P Bre Os. 所 以 (x) 
( 即 (zz)， 其 中 对 每 个 A, rz=r)f adele. 由 此 可 把 天 RB Ax 
h (AUNAR): 
KCAkr, r(x), 
从 而 天 可 看 成 是 Ax 的 加 法 子 群 和 子 环 . 可 以 证 明 
(1) KK 是 Ax 的 离散 子 群 , 并 且 商 群 Ax/K 是 紧 的 . 
Adele 环 Ax 的 单位 群 叫 作 天 的 Idele #, RAM Ix. 即 
Jx 二 {(zz)E€ [| K5 | 对 几乎 所 有 P, r2€Ua). 
PE DK 
这 里 Uz 二 05 是 整数 环 Oz 的 单位 群 . 但 是 由 4x 诱导 出 来 的 Je 
中 拓 朴 不 够 好 ,我 们 用 更 细 的 拓 朴 ， 即 取 所 有 [| Ws 


HES 


[| UsS 过 所 有 上 述 集合 , Wz WKS 中 包含 1 的 开 集 ) 为 


ES LHS 
1 在 Jx 中 的 开 集 基 , 这 使 Jx JARRE. Je PERUM K 的 一 
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个 Idele. K- th A EOTARRKA BOA Jk 的 子 群 ， 商 群 Uk /K" 叫 作 天 
的 Idele 类 群 , 表示 成 Cx. 以 | |> 表示 Kz 的 标准 赋值 ,我 们 有 和 群 


同 态 


| | :7 一 及 oo( 正 实数 乘法 群 )， 
| (rz) | 一 IT |£ | > Cay Idele (ro) HJ jA) 
PES K 


(注意 对 每 个 Idele(zz)， 对 几乎 所 有 P, Za 和 LU， Bp |£ |2 = 
1, 从 而 [I (Ta |o EARR. 这 个 映射 的 核 为 Ik HITE Ik 


PE DK 
={(xz)EIkx| | (zz)|=1}, 并 且 
IpIk X R (BB). 


由 关于 赋值 的 乘积 公式 可 知 KCI. RNA 

(2) 天 < 是 大 的 离散 子 群 ,并且 Ik/K 是 紧 的 . 

利用 Adele 环 和 Idele 群 的 语言 和 它们 的 拓 朴 性 质 可 以 证 明 
代数 数论 的 经 典 结 果 . 比如 说 ， 对 每 个 代数 数 域 及， 可 以 证 明 它 
的 理想 类 群 同 构 于 Jk/K*U, 其 中 U= [vs 过 下 的 所 有 非 


RRS, Us 为 局 部 域 Ke 中 的 多 -adic BB). 再 证 明 
J*/K"U 是 紧 群 并 且 是 离散 的 ， 从 而 为 有 限 群 . 这 就 由 Jx 的 拓 朴 
性 质 推 出 天 的 理想 类 群 是 有 限 阿 贝尔 群 . 类 似 地 可 以 证 明 孙 数 
域 的 理想 类 群 和 零 次 除 子 类 群 均 是 有 限 的 . 用 Adele 环 可 以 证 明 
函数 域 ( 即 代数 曲线 ) 的 黎 曼 - 洛 赫 定 理 . . 

现在 介绍 一 下 如 何 用 Idele 语言 描述 类 域 论 . 12K WAR. 
M= [[ Pe 为 Ox 的 一 个 理想 ，M- 是 天 的 不 同 实 素 除 子 之 积 ， 
则 M=M M- MER K 的 一 个 除 子 ， 比如 对 K=, 它 只 有 一 个 
KRT, HU M=1, 00, 5°. 17. œ, 5;。17? 都 是 0 的 除 子 . 
对 每 个 aE K*, 我 们 用 同 余 式 a 二 1 (mod* MM) 表 示 满 足以 下 两 个 
条 件 

Ci) 对 Mo 的 每 个 素 理 想 因子 p el), vp (a—1) De, 
即 a=1(mod p;“). | | 
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Gi) 对 AMf_ 中 每 个 实 素 除 子 P, a{a)>0, 其 中 o 是 对 应 于 P 
AY SE BRA o:K—>R. 

我 们 以 Iu 表示 K ARMS CA, BHH On 中 与 M 互 素 
的 理想 ) 全 体形 成 的 群 , 以 Pu 表示 主 理想 aO (@=1(mod* M)) 
形成 的 群 . 易 知 Pu 是 Tw 的 子 群 . 商 群 Fw/Pw YE 天 的 模 M 广 
LÆR. 当 M=1 时 , 这 就 是 通常 的 理想 类 群 . 

WM K=O 为 例 , 则 0 的 除 子 为 n 或 nco, Kn BERR. 对 
于 M=n, W 


1,={SZla, bEZ, #0, (a, n)=(b, n)=1), 


P= 


a a — 
$21$=1, (mod n)}. 


由 于 方 和 一 斑 均 可 生成 1, 中 同样 的 分 式 理想 . 可 知 1,/P, 衬 (2Z/ 
nZ)"/( 土 1). 另 一 方面 , 对 于 M=nco, WI.=1,, 但 是 Pro = 
z215 mod n), $0). 可 知 L/Pw 实 (2/nZ)*. 我 们 知 


道 , 对 O 的 分 圆 扩 域 0(&,)， Hime 4H Gal (0(E,)/0) 怡 好 同 构 
FAR "ce 的 广义 理想 类 群 I../P,.( 即 (Z/n2Z)”), FHARBRF p 在 
Q(6,) 中 分 歧 ， 当 且 仅 当 plnoo(K 的 实 除 子 P 在 阿 贝 尔 扩 域 工 中 
RE, 是 指 卫 在 工 中 的 扩充 为 复 除 子 )， HF ORAM AS 
域 工 均 是 某 个 分 圆 域 Q(6,) 的 子 域 , Pe eR Gal (L/D 
F I/P AIREARI L/H, 其 中 HDP. 类 似 地 , O 的 每 个 
SEAR TRL ARS OC NFR, M Gal(Q(6,)1 /0) 同 构 于 
T,/P, (22 (Z/nZ)7/(41)), 所 以 Gal (L/@)1,/H, 其 中 HP.. 
以 这 个 简单 例子 作为 背景 , 我 们 来 理解 下 面 所 述 的 类 域 论 一 般 
结果 . | 

设 L/K 是 数 域 的 阿 贝尔 扩张 . 对 Ok 的 素 理想 DS, 若 多 在 


L PASS BE, WW) Frobenius am| EGal(L/K). 4 MẸ 
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Ox HEAL L PRD RBS RA, M hE A TR 
CH la] ASD 

f=(L/K) :Iy—~Gal(L/K) 
叫 作 Artin BRAY. 


定理 1 设 L/K 是 数 域 的 阿 贝尔 扩张 . 则 存在 天 的 惟一 除 
F SOUP SK L/K 的 导 子 ) 满 足以 下 二 条 件 . 

(DK 中 素 除 子 ( 有 限 或 无 限 ) 多 在 工 中 分 歧 当 和 且 仅 当 
Af. 

(2) 对 天 BTR M, FIM, 则 Artin 映射 给 出 同 构 Iw/ 
AH=Gal(L/K), HP H=PyNixUeu(L)), M Iu LE L hF 
分 母 均 与 M 互 素 的 分 式 理想 形成 的 群 . 


定理 2 对 于 天 的 每 个 除 子 M 和 Iu WERT RAS 
Pu), M K 存在 惟一 的 阿 贝 尔 扩张 工 使 得 

d) &K PREF Z ELDE, WAM; | 

(2) H=PyNix Uy (L)) # H h Artin ROA Iy/H= 
Gal(L/K). 


定理 3 KWL /K A LL/K 均 为 阿 贝 尔 扩张 , 导 子 分 别 为 
和 Sa. 如 果 fi |M, Í: |M, LA H; KIR Iu 中 子 群 Hi;= PuNL x ° 
Uy(L,)i=1, 2. W H GEH, SAY LƏL. 

以 上 是 类 域 论 的 主要 结果 . 特别 在 定理 2 中 取 f=M=1, H 
=P., 对 应 的 域 工 是 KK 的 最 大 不 分 歧 (K 的 实 素 除 子 在 工 中 也 不 
分 歧 ) 阿 贝尔 扩张 , 这 即 是 的 希 尔 伯 特 类 域 . 而 Artin 映射 给 
出 Gal(L/KK) 同 构 于 大 的 理想 类 群 1/P. 


现在 我 们 用 Idele 语言 叙述 类 域 论 . 设 L/K 是 数 域 扩张 ， 如 
RPM FY DRA LAK 的 素 除 子 , PIA. 我 们 以 Np; : Le> 
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Ko 表示 局 部 域 扩张 的 范 映 射 . 对 每 个 1dele r=) EI, 定义 
Nyxr(Xr)= (yz)EJk, 
其 中 , yo= [[ Nra). 将 天 AL XARA Je MIP, A 
P|2 


对 天 的 每 个 素 除 子 2 ATE EL’, HA [| Np/z (x)=Ni/ 
P2 


K(x)( 局 部 范 之 积 为 整体 范 )， 所 以 Nek 把 LRS K* 中 . 于 是 
得 到 Idele 类 和 群 的 同 态 入 LAK3CZ(CK。 


定理 1 设 工 /天 是 数 域 的 阿 贝尔 扩张 . 则 有 群 同 构 
JK/K*NujxJ i =Cx/NixCyGal(L/K); 
FAK 中 (有 限 或 无 限 ) 素 除 子 ? ELPRENUS 
KNikJL( 这 里 当 2 ARN, Us 是 天 > 中 Zadie 单位 群 ， 而 
当 P FRAN, Uz 一 K5. HAUS BRA ue POC, *, uz, os 
DRAJ Jk FB). 


定理 2 HH BC 的 开 子 群 并 且 [Cx : HJAR, 则 天 A 
在 唯一 的 阿 贝 尔 扩 域 虐 使 得 NKC =H. 换 句 话说 ， @ H fe Jx 
的 开 了 于 群 ， KECH 并 且 [Jx : HJAR, M K 存在 惟一 的 阿 贝 尔 
扩 域 L HSK Nuyda. 


定理 3 R L/K A L/K 均 是 阿 贝尔 扩张 ， 则 LCL, 4A 
仅 当 KNJ DKN xJ1,.- 
特别 地 , 若 工 是 天 的 希 尔 伯 特 类 域 , $ U= [[Us, w 


Gal(L/K)Jx/K*UK 的 理想 类 群 . 


有 了 Adele 和 Idele 语言 之 后 , 韦 依 在 书 中 使 用 的 进一步 工 
RÆ Ax 和 .7x 上 的 调和 分 析 . 这 种 方法 最 早 由 Tate 在 1950 年 采 
用 ,用 来 证 明 tx(s) 的 函数 方程 . 韦 依 则 把 它 系 统 地 同时 用 于 全 
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部 整体 域 . 我 们 这 里 仍 以 数 域 情形 为 例 . 首先 叙述 局 部 紧 交 换 群 
上 调和 分 析 的 一 般 理论 . 
任意 局 部 紧 群 G 上 都 有 一 个 测度 w,， 则 哈 尔 (Haar) 测 度 ， 这 
是 对 G 作 平 移 不 变 的 测度 ， 即 对 G 的 每 个 可 测 子 集 E 和 gE€G， 
uE) =u E). 如 果 G 是 交换 群 ， 则 它 显然 也 是 右 平 移 不 变 测 
E. 每 个 局 部 紧 群 上 的 哈 尔 测度 本 质 上 是 惟一 的 ， 即 两 个 这 样 的 
测度 相差 一 个 正 实数 因子 . 进而 , x(G) 有 限 当 且 仅 当 G 是 紧 群 ， 
从 而 可 以 有 惟一 的 标准 化 哈 尔 测度 yy 使 得 jy(G)=1. 
wV EC 上 拓 朴 回 量 空间 . 以 Aua VORRE N V AA 
同 构 群 ,Autr(7) 表 示 同 量 空间 的 连续 目 同 构 群 ( 当 dimY 有 限 
时 这 二 者 一 致 ). 局 部 紧 群 G 的 一 个 抽象 表示 是 指 群 同 态 
p:G—>Aut( V), gm pe- 
而 oO ee ee a KET) 是 指 映 射 
GXV—>V, (g, v)'> p,(v) 
对 于 GXV 的 积 拓 朴 是 连续 的 . 这 时 实际 上 为 p:G—>Autr V). 
由 表示 2 可 将 群 G 作用 于 VV 上 ,从 而 V RA CLICK. met 
CLGJj- 子 模 W( 即 pop(G)WCW) 叫 作 G- 不 变 子 空间 . 连续 表示 0 
叫 作 不 可 约 的 , 是 指 V 只 有 平凡 的 G- 不 变 闭 子 空间 (0) 和 V. 如 
果 表 示 空 间 Y 是 希 尔 伯 特 空间 (内 积 表示 为 (4, vd), We ny fF A 
表示 是 指 它 保持 内 积 ， 即 对 任意 u,vEV,， (u, vd = (pus pv) 
(对 每 个 gE€G). WR C 是 交换 群 ， 则 G 在 希 尔 伯 特 空 间 Y 上 的 
不 可 约 丁 表示 都 是 一 维 的 ( 即 dimeV = 二 1), 这 种 表示 叫 G 的 ( 西 ) 
特征 ,， 即 为 连续 同 态 X:G>S'={a€C: la| =1). 全 体 特 征 自然 形 
成 (乘法 ) 交 换 群 , M G 的 特征 群 , 表示 成 G. 可 以 在 G 中 引入 如 
下 扰 朴 . 对 G 的 每 个 紧 子 集 玉 和 1 在 S! 中 的 邻 域 U, 定义 
W(K, U)={xE G |x(R) CU}. 
将 全 部 这 种 集合 作为 平凡 特征 x 二 1 的 邻 域 基 , 由 此 决定 G 的 拓 
林 叫 紧 开 拓 朴 ， 如果 G 是 离散 和 群 ( 即 G 的 紧 子 集 均 为 有 限 集 )， 则 
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上 述 拓 朴 即 是 CG 中“ 逐 点 收敛 ” 拓 朴 . 我 们 有 如 下 的 基本 结果 : 

设 G 是 局 部 紧 交 换 群 , 则 G 也 为 局 部 紧 变 换 群 . 并 且 

(1) PERENE): GG, au(y)(z) 一 X(y) 是 拓 朴 群 同 
构 ; 

(2) G 为 离散 群 当 且 仅 当 G 为 紧 群 . 

有 了 局 部 紧 交 换 群 G 的 特征 群 G 和 哈 尔 测度 dz， 可 以 定义 
G 上 的 付 立 叶 变换 . 考虑 复 值 函 数 空间 

LG) = (FG C1 | [fo Ide eB). 


L(G) 中 函数 f(x) 的 付 立 叶 变 换 是 如 下 定义 的 函数 F GC. 
其 中 对 每 个 XE G， 

7 (x) = | FOZ. 
对 于 G 一 R( 实 数 加 法 群 ) 的 情形 ，R 二 R( 这 里 1€ R 等 同 于 特征 
X:R—>S', X)=e"), 而 上 面 的 定义 就 是 通常 的 付 立 叶 变 换 . 一 
般 地 , 我 们 也 有 付 立 叶 反 变换 , 即 G 上 存在 (唯一 的 ) 哈 尔 测度 dx 
( 叫 作 dz 的 对 偶 ), 使 得 对 每 个 yE G， 

f(y) = |. f CO)XCy)dX. 


7 


以 上 是 局 部 紧 交 换 群 上 调和 分 析 的 基本 结果 . 现在 把 这 些 结 
果 具 体 应 用 于 Adele 群 Ax 和 Idele 群 Jx E. 我 们 可 以 在 较 一 般 
的 情形 下 进行 ,结果 非常 简洁 . 

设 了 是 一 个 无 限 集合 , [是 了 的 一 个 有 限 子 集合 . 对 每 个 了 
El, 我 们 有 一 个 局 部 紧 群 Cv. 对 每 个 VEIT 一 IT,。， 则 Gv 有 一 个 
紧 开 子 群 Hy. 代数 上 我 们 考虑 直 积 Jle 的 一 个 子 群 


G= ike ={(ryJE [1 GrlaveGr, 对 几乎 所 有 V, wwe 
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Hy}, | 
G 叫 作 {G1} 对 {Hy} 的 限制 直 积 . 考虑 G 的 子 群 [| Ny，, 其 中 Nv 


是 1 在 Gv 中 的 邻 域 , 并 且 对 几乎 所 及， N= Av. 将 所 有 这 种 
子 群 看 成 1 在 G PH BRE. WC 成 为 拓 朴 群 ， 并且 是 局 部 紧 
BR. 每 个 Gv 通过 投射 均 看 成 G MATH. AYER. BK 上 
的 Adele 环 和 Idele 群 都 是 这 种 限制 直 积 的 特例 . 下 面 是 限制 直 
积 G= [['G+ 上 调和 分 析 的 基本 结果 . 

(1) 关于 特征 群 CG. #$x.C-C 为 连续 同 态 , 则 对 几乎 所 有 
Vix )=1, #P x% 表示 XX 在 Gv 上 的 限制 . 记 Hy = {XE Gy 
1X(CH.) =1}, 这 是 Gy 的 紧 开 子 群 . 于 是 X= IIx. XE Gr, 


HAMILE RAV. Xv E€ Ht. 由 此 可 证 Ge Jð G, 右边 是 


{Gr} 对 {HY } 的 限制 直 积 (注意 He 拓 朴 同 构 于 Gv/Hy) ).， 
(2) G 上 的 险 尔 测度 . 若 对 每 个 V, dg 是 Gy 的 哈 尔 测 度 ， 


并 且 对 几乎 所 有 V，| dg. = 1. MG 上 有 唯一 的 哈 尔 测度 dg， 
使 得 | 
| fudge = II (| f(gv)dgv( 对 每 个 了 E LO), 
其 中 fy 表示 在 Gy 上 的 限制 这 个 哈 尔 测 度 dg 表示 成 
I] dev. 
(DG 上 的 付 立 叶 分 析 . 车 Gv 均 为 局 部 紧 交 换 群 对 于 g 二 
(er) EG, M f(g)= II fv(gv). 进而 , 以 dxv 表示 dev 的 对 偶 


WE, 则 对 几乎 所 有 了 ,| dy = 1. 于 是 可 以 定义 = TG, 
上 的 测度 dx 一 【|[ dX . 这 时 , 设 f= [fr， 并 且 对 几乎 所 有 
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V, f(A) =1. 则 有 付 立 叶 反 变换 f(g) =|. f Mx@)dx. 
以 上 是 限制 直 积 G= []'GC 上 调和 分 析 的 基本 结果 . 简 言 

>, G 的 特征 群 . 哈 尔 测度 和 付 立 叶 变 换 都 是 把 诸 Gv 的 相应 信息 

以 简洁 的 形式 收集 在 一 起 . 具体 到 Adele 环 4x 一 [| Ke 和 


Idele BF 一 II K% E, Tate 计算 了 每 个 局 部 域 加 法 群 Ko 和 


HIE KS 的 特征 群 、 哈 尔 测度 和 付 立 叶 变 换 与 反 变 换 公式 . 把 
这 些 信息 收集 到 一 起 , 便 得 到 A 和 Jx HER BREA 
立 叶 变换 与 反 变 换 公 式 , 其 中 天 是 任意 代数 数 域 . 作为 应 用 ， 
Tate 用 这 种 工具 计算 出 天 上 整体 zeta 函数 
ZF. x= | faxed x 

的 解析 延 拓 和 函数 方程 ,其 中 XxX 是 Jx 的 任意 复 特征 , XK) =1 
(这 叫 作 idele 类 的 特征 ), 而 f 是 Ae LER BW BAR, dex 
BJU, 上 的 哈 尔 测度 . 这 种 整体 zeta 消 数 是 前 人 所 研究 的 一 大 批 
zeta PRA L-KE. 

让 我 们 再 回忆 一 下 历史 . RSMO LAW zeta BR Cs) 


= = 之 n 一 给 出 函数 方程 和 解析 延 拓 ， 他 的 方法 是 把 级 数 > no 
表 成 积分 形式 ,公式 中 出 现 伽 马 函数 PCs/2) 因 子 ， Ti BBR 
zeta RAL O(z) = ae" ,利用 实数 域 上 的 Poisson 求 和 公式 得 
到 变换 公式 》 lie-™ = Ne" (>0)， 给 出 函数 方程 
totas), E =r /2)E(5). 
采用 类 似 的 方法 , IERP LAR LO, Y= 2 Xn BY 


pM T FE Af OT RE) HP x E E A A AE. 把 它们 加 以 扒 

T, Hecke 在 20 世纪 20 年 代 考 虑 任意 数 域 天 EA L-A% Ls, 

Y= X AONA” ,其 中 Att Oc 的 所 有 非 零 整理 想 , 而 X 是 
。 了 了 71 


K 的 理想 类 和 群 (有 限 交换 群 ) 的 特征 ( 当 X 志 1 时 , 这 就 是 狄 德 金 
zeta 函数 ik= >) N (4) `). Hecke 甚至 作 了 更 大 的 推广 , 用 
现在 的 语言 表述 , 他 取 X 为 idele RH Ck=Jk/K" 的 特征 . Hecke 
使 用 poisson 公式 的 高 维 模拟 , 得 到 高 维 theta 函数 的 变换 公式 ， 


推出 Hecke 工 -函数 的 函数 方程 L(s, Xx) 二 W(X)L(1 一 ;s，X ). 但 
是 Hecke 对 W(x) ERS, root number) 没 有 给 出 满意 的 描 
$. 1950 年 前 后 ，Tate 在 导师 E. Artin 的 建议 下 , 采用 Ark 上 的 
付 立 叶 分 析 工 具 ( 包 括 Ax 上 的 Poisson AR), HA LG, OMX 
穷 乘积 展开 , 将 L(s, XxX) 分解 成 局 部 因子 乘积 . 在 每 个 局 部 域 上 ， 
局 部 因子 有 简单 的 函数 方程 ,将 它们 拼 在 一 起 , 便 得 到 Hecke L- 
孙 数 的 整体 函数 方程 ,而 根 数 W(X) 是 局 部 函数 方程 中 出 现 的 局 
部 常数 的 乘积 , 这 就 给 出 根 数 W(X) 一 个 更 为 清晰 的 刻 划 . 韦 依 
在 《基础 数论 ) 一 书 中 对 于 数 域 和 函数 域 统一 地 作 了 类 似 的 工作 . 
对 于 函数 域 情形 , BKH LG, Xx) 的 零点 证 明了 歼 曼 猜想 的 模拟 ， 
并 且 用 Ax 的 Poisson ARBAR- yE. 详细 计算 可 见 所 
列 参考 书 . 

Adele 环 和 Idele 群 上 的 分 析 工 具 不 仅 给 出 处 理 经 典 数论 问 
是 的 新 的 统一 方法 (除了 函数 方程 之 外 ， 还 可 导出 类 数 解析 公式 
以 及 各 种 L- 孙 数 的 解析 特性 和 密度 定理 等 )， 而 且 有 许多 现代 应 
用 . 其 中 一 个 最 重要 的 应 用 是 对 任意 约 化 (reductive) 的 矩阵 群 G 
研究 它 的 “Adele 化 >G(C4x). 典型 的 例子 是 对 每 个 数 域 ( 或 函数 
BOK, G=GL,(K)(K 上 的 n 次 一 般 线性 群 ). 它 的 “Adele 化 ”为 
Ax En 阶 可 道 方 阵 组 成 的 乘法 群 GL,(Ax)， 当 nn 宇 2 时 这 是 非 交 
换 的 局 部 紧 群 (而 GL1(4x)= 二 Jx)， AARAA GL,(K)# 
MGCL, CAg NFR, 而 GL, (K)/GL,(&hx) 是 重要 的 齐 性 空间 . 以 
Z, RINE GL, (4x) 的 中 心 , 则 齐 人 性 空间 XK =GL, (K)Z,/ 
GL,(Ax) 对 于 其 上 的 哈 尔 测度 u, eX) A BRA. DL? OXY 
表示 XK? 上 平方 可 积 复 值 函数 组 成 的 希 尔 伯 特 空间 , 群 GL, (Ax) 

a 172° 


自然 地 ( 右 ) 作 用 在 此 空间 上 给 出 此 群 的 表示 . 根据 下 节 要 介绍 的 
朗 兰 兹 猜想 , 这 些 表示 和 空间 到 (X 中 ) 上 的 调和 分 析 是 理解 数 域 
(或 函数 域 )K 所 有 非 阿 贝尔 扩张 的 关键 . 
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$4.2 B= 27H (1907 年 ) 


1983 年 , 美国 科学 院 为 美国 总 统 的 科学 技术 委员 会 提交 了 
一 份 《 理 论 数 学 的 进步 年 度 报 告 ,在 综述 部 分 有 这 样 两 段 话 : 

“ 费 利克 斯 。 克 莱 因 人 (Felix Klein)1872 年 在 他 的 爱 尔 朗 格 纲 
(Erlanger program) 所 透彻 阐释 的 几何 学 中 群 对 称 的 统一 作用 
导致 一 个 世纪 的 数学 进步 . 与 爱 尔 朗 格 纲领 相 媲 美的 后 继 应 当 是 
WEAN, 它 是 用 李 群 的 无 穷 维 表示 来 阐释 数论 ， 

明 兰 兹 猜想 是 用 群 GL(n) 的 无 穷 维 不 可 约 表 示 来 刻 划 n 次 数 
域 的 性 状 ， 而 他 的 更 宏伟 的 猜想 提出 一 系列 使 人 眼花 撩 乱 的 问 
A. 这 些 问题 的 解决 会 使 我 们 对 于 表示 论 .数论 和 代数 几何 有 更 
好 的 理解 . 这 方面 已 经 取得 了 引 人 注 目的 进展 , 但 还 有 更 多 的 事 
情 留 给 了 未 来 . ” 

朗 兰 效 纲领 是 从 1967 年 起 由 美国 数学 家 朗 兰 兹 (Langlands， 
1940— ) 以 一 系列 猜想 的 形式 提出 的 . 这 些 猜 想 的 本 质 是 试图 
发 现 复 的 和 p-adic 李 和 群 的 无 穷 维 表示 理论 .调和 分 析 、 代 数 几 何 
与 数论 之 间 的 深层 联系 ， 这 些 猜想 对 于 纯粹 数学 的 一 个 广阔 的 领 
域 表达 出 一 种 普遍 而 富有 哲理 的 观点 , 被 人 们 称 之 为 朗 兰 兹 哲 
学 . 

尽管 朗 兰 兹 猜想 高 深 莫 测 , 但 仍旧 根源 于 古典 数论 的 基本 问 
题 ， 即 三 二 年 前 人 类 就 开始 研究 的 代数 方程 有 理解 和 整数 解 问 
eh. 对 于 整 系数 的 多 项 式 方程 fir, e, x) =0, 人 类 很 早 就 知 
iS FA AS EP Cz. e, x,) =0Cmod m) Cn 为 任意 正 整 数 ) 来 考 
查 方 程 /一 0 是 否 有 整数 解 的 可 能 性 . 到 了 19 世纪 初期 ,高 斯 把 
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二 次 方程 x 一 d 三 0(modp) 的 可 解 性 ( 即 xz’ 一 4 在 有 限 域 Fp 中 的 


分 解 特 性 ) 和 素数 p PEI IR OWN d ) 中 的 分 解 特性 联系 起 来 . 19 
世纪 中 期 , Ne PO ERA BB f(x) =0 的 根 式 可 解 性 ， 
他 考虑 f(z) 的 根 之 间 可 能 的 置换 ， 从 而 产生 了 (置换 ) 群 的 概念 . 
如 果 f(z) 是 整 系数 n 次 不 可 约 多 项 式 , KESHARI, E 
K=Q(a,, +, a), HP as t, a, 为 f(x) 在 C PR n SHR, M 
K/QBMP4P HK. MP eH G=Gal(K/ODRE f(z) 的 诸 根 
Ary "tty a, 的 置换 群 ， 也 把 G 叫 作 是 多 项 式 F(x) in ERE. 到 
了 19 世纪 后 期 , 代数 数论 有 了 长 足 的 进步 之 后 ， 人 们 认识 到 高 斯 
对 二 次 多 项 式 的 研究 具有 普遍 意义 ， 即 除了 有 限 个 例外 情形 ， 对 
每 个 素数 p, p EKP PRIR, 并 且 若 理想 pOx 在 Ox 中 分 解 成 
5 个 素 理想 的 乘积 ， 则 SOE p 分 解 成 g 个 次 数 均 为 了 的 已 ,上 
不 可 约 多 项 式 的 习 积 , 其 中 fe=LK + Q1=|G|=degf (x), ii f 
是 群 G 中 关于 p 的 Frobenius 元 素 的 阶 . 

如 果 G 是 (有 限 ) 阿 贝尔 群 , BK 是 阿 贝尔 数 域 ，Kronecker 
一 Weber 定理 告诉 我 们 , K 必 是 某 个 分 圆 域 0(5) 的 子 域 ,从 而 
CG 同 构 于 (2Z/m2Z)” 的 某 个 商 群 ， 当 素数 p 5m ERM. 关于 p 的 
Frobenius 元 素 的 阶 即 是 p 在 这 个 商 群 中 的 阶 ， 从 而 只 与 p 模 m 
的 同 余 类 有 关 . 由 此 可 以 得 出 f(zx) 模 pp 分解 的 十 分 清楚 的 法 则 ， 
并 且 分 解 模式 ( 即 f(z) 在 FF, 上 分 解 不 可 约 多 项 式 个 数 g 和 它们 
的 次 数 有 只 与 p 的 模 m 同 余 类 有 关 . 人 们 把 p 在 KK 中 的 这 种 分 
解 规律 (也 就 是 f(x) (mod p) 分 解法 则 ) 叫 作 阿 贝 尔 域 居 的 互 反 
E, 它 是 二 次 域 中 p 的 分 解 规律 ( 即 古 典 的 二 次 互 反 律 ) 的 推广 . 

希 尔 伯 特 第 9 问题 是 :对 于 任意 代数 数 域 K 应 当 有 什么 样 的 
互 反 律 可 看 作 是 古典 二 次 互 反 律 的 推广 ? 用 更 朴素 的 语言 ， 这 个 
问题 相当 于 :对 于 每 个 整 系数 不 可 约 多 项 式 f(r), 如 何 用 fcr) 
的 自身 特性 来 描述 f(x) 在 每 个 有 限 域 ,上 的 分 解 规律 ? 代数 数 
域 告诉 我 们 , 分 解 规律 依赖 于 f 的 伽 罗 华 群 GGal(K/0), 其 中 
K 是 了 的 分 裂 域 . 如 果 G 不 是 阿 贝 尔 群 ， 则 f(x) (mod pp) 的 分 解 
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规律 如 何 由 f(x) (或 者 由 天 ) 来 刻 划 ,至 今 是 一 个 未 解决 的 问题 . 
更 一 般 地 , WK 为 任意 数 域 , f(x) 是 Ox[xj] 中 的 不 可 约 多 项 
KH, Ltt fa EK EMR. 则 除了 有 限 个 情形 之 外 ,Ok 中 
每 个 素 理 想 P 在 工 中 不 分 歧 . FRA PO, 分 解 成 O Pg SALA 
素 理 想 之 积 , 则 f(x) 在 有 限 域 Ox/P 上 分 解 成 g 个 次 数 均 为 f 
的 不 可 约 多 项 式 之 积 , 其 中 fg 二 [LL : K], 并 且 f 是 Frobenius 


元 素 | < | te nw eR C= Gal(L/K) PY BY. 问题 为 ;如 何 用 基 


域 K 的 特性 来 描述 这 些 Frobenius 元 素 ? 4 L/K 是 阿 贝尔 扩张 
时 ,类 域 论 中 的 Artin 互 反 律 给 出 这 问题 的 一 个 解答 . XF L/K 
是 非 阿 贝尔 扩张 的 情形 ,至 今 没 有 满意 的 解答 .类 域 论 的 主要 功 
能 是 用 数 域 K 的 自身 特性 (开始 时 用 天 的 广义 类 群 , 后 来 用 idele 
群 .7x) 刻 划 天 的 所 有 阿 贝尔 扩张 . 现在 的 问题 是 如 何 用 天 的 自 
身 特 性 刻 划 天 的 所 有 伯 罗 华 扩张 . K 的 所 有 阿 贝尔 扩张 的 合成 
Æ K 的 最 大 阿 贝 尔 扩张 K”*“, KREE EART ERME ER 
Gal (K“/K). 而 天 的 所 有 伽 罗 华 扩张 的 合成 即 是 天 (在 C 中 ) 的 
代数 闭 包 K“, 我 们 需要 研究 无 限 伽 罗 华 群 G=Gal(CK<“/ 玉 )， 对 
于 天 的 每 个 有 限 伽 罗 华 扩 域 工 , Gr=Gal(CR*/Z) 是 G 的 子 群 并 
HIG: Gij 有 限 . 把 所 有 这 种 Gi 看 作 是 G PARK RSA 
构 ) 的 邻 域 基 , 由 此 使 G 为 拓 朴 群 (Krull 拓 朴 ). 根据 无 限 伽 罗 华 
扩张 的 基本 定理 , G 的 所 有 闭 子 群 A K/K 的 所 有 中 间 域 也 
是 一 一 对 应 的 , 并 且 L/K HS RPRKY AMY HE CMH 
群 , L/K 是 伽 罗 华 扩张 当 且 仅 当 五 是 G 的 正规 子 群 ， 所 以 ， 要 
决定 天 HSA RiP ey, 本 质 上 归结 于 一 个 问题 , 即 用 大 
的 目 身 特性 来 刻 划 伯 罗 华 ( 拓 朴 ) 群 G=Gal(K*/K) 的 结构 .在 群 
表示 理论 出 现 之 后 ， 人 们 发 现 用 G 的 表示 来 研究 群 G 结构 是 非 
ANF BR. 4 L/K 为 有 限 阿 贝尔 扩张 时 ， 有 限 阿 贝尔 群 Gal 
(ZL/K) 同 构 于 它 的 特征 群 (特征 即 是 此 群 的 不 可 约 表示 ), 问题 是 
简单 的 . 对 于 任意 有 限 佑 罗 华 扩张 L/K，, 群 Gal(L/K) 非 交换 时 ， 
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则 存在 高 维 不 可 约 表 示 , 使 问题 复杂 化 . 这 些 有 限 非 阿 贝 尔 群 
Gal(L/K) 的 表示 以 及 无 限 拓 朴 群 Gal (K/K) RRA E my 
华表 示 . 研究 这 些 伽 罗 华表 示 成 为 现代 数论 的 中 心 回 题 之 一 . 
早 在 1923 年 , E. Artin WE SOR ROS EP K L/K 的 研 
究 中 引进 群 表示 方法 . RL/K 是 有 限 伽 罗 华 扩张 ，2:C 一 CZ(C) 
是 伽 罗 华 群 G 二 Gal(L/K) 的 一 个 维 复 表 示 . 除了 有 限 个 例外 
WE. Ox 中 素 理 想 p £ L PAF KR, Frobenius W% Fp 一 


| 次 | 是 群 G HTH TR. 根据 有 限 群 表示 理论 ， 这 个 共 


纯 类 由 它们 的 共同 特征 多 项 式 det (1,-p(Fp)N(P) 怀 ) 所 完全 决定 
的 . Artin 引进 偶 罗 华 扩 张 工 /天 关于 表示 p 的 L- BR. 
L(s, e)= |] detU,—e(Fp)N(P)™*)~! 


(对 于 例外 情形 的 书 需 要 适当 设 定 乘积 中 的 p-AT). mR L/K 
是 阿 贝 尔 扩张 而 是 一 维 表 示 , 则 Ls, o ARR EW Hecke L-K 
WM, K=Q 时 这 就 是 狄 里 赫 利 L-A. Artin 用 这 种 方法 于 1925 
年 前 后 给 出 阿 贝尔 扩张 的 互 反 律 . 当 C 是 非 阿 贝尔 群 时 ，Artin 
证 明了 ZLZ(Gs，c) 的 一 系列 解析 性 质 ,， 但 是 他 不 能 发 现 狄 里 赫 利 特 
征 和 狄 里 赫 利 L- 函 数 的 高 维 模拟 , 不 知道 C 的 高 维 表示 如 何 用 
K 的 目 喘 特性 去 体现 . 有 趣 的 是 ， 就 在 同一 时 间 (1927 年 )， 和 
Artin 在 同一 个 学 校 ( 汉 堡 大学) 工作 的 Hecke 研究 了 模 形式 的 工 - 
py. 到 了 1951 €, 韦 依 用 idele 语言 叙述 类 域 论 ， 数 域 的 阿 贝 
RY HK L/K 的 伽 罗 华 群 Gal(L/K) 同 构 于 idele 类 群 Cy 的 某 个 
AE. 为 了 研究 任意 盆 罗 华 扩张 L/K, 他 构 作 了 一 个 新 的 群 ( 现 
在 叫 作 韦 依 群 ) 由 此 得 到 一 种 新 型 的 工 -函数 , 而 Artin 的 非 阿 贝 
尔 二 -函数 和 Hecke 关于 模 形 式 的 地 -函数 都 是 它 的 特例 ， 就 像 韦 
依 所 说 的 ,“ 实 现 了 Artin 和 Hecke 的 联姻 ” Artin L- RA 
Hecke 关于 模 形 式 L- 晴 数 之 闻 的 明确 联系 是 朗 兰 兹 提出 的 ,这 
Hf, Hecke 模 形 式 已 经 被 看 成 是 群 GL(Aho) 的 自 守 形式 , 而 模 形 
式 的 工 函 数 是 此 群 的 自 守 表示 的 LL 函数 . 朗 兰 兹 认为 群 
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GLz(Ax) 的 自 守 表示 是 狄 里 赫 利 特征 的 适宜 的 推广 , 这 些 目 守 表 
示 的 二 函数 是 狄 里 赫 利 乙 -函数 的 推广 . 1967 年 朗 兰 北 提出 了 他 
的 第 一 个 猜想 : 


朗 兰 兹 第 一 猜想 设 L/K ARR ES RK. G= 
Gal(L/K), p:G>GL, OÆ G Hn KAW AR RA, LG, pe 
Artin L-R. WHER GLn AD HRABA TRA m, 使 得 这 
个 自 守 表示 n, W L-A% Ls, 7) SF Ls, o). 


确切 地 叙述 自 守 表示 需要 很 多 数学 概念 和 语言 ,我们 这 里 只 
打算 作 描 述 性 地 解释 , 并 且 沿 着 历史 发 展 的 途径 , 说 明 如 何 把 模 
形式 看 成 是 自 守 形式 并 与 无 穷 维 的 自 守 表示 发 生 联系 . 据 S. Gel- 
bart 考证 ， 这 件 事 是 1952 年 由 前 苏联 数学 家 I. M. Gelfand 和 S. 
Fomin 在 题 为 《 常 负 曲率 流 形 上 的 测 地 流 ) 一 文中 首次 给 出 的 . 

设 SOO ER SLD k REA. MOREE H p 


(包括 无 穷 远 点 icc) 的 全 纯 函 数 并 且 对 | 。 前 ESL AZ), 
aztb\ | B 
s| ETa] = eeta) fle) (ER). (1) 
SLAF ERE H, |7 SERRET, 这 


个 作用 是 可 迁 的 . H 中 点 i 的 固定 子 群 为 SO,(R) = 
| cos sing lo<0<2r). 于 是 


一 SInO cos@ 
H=SL,(R)/SO.(R) 
对 每 个 关于 群 SZ:(Z) 的 权 & 模 形式 f(z), HEM SLR) EWS 
PK ay $y 为 : 


ait+éb 


-4 {ab 
o(g)= (ci +d) f eal (g= 2 | ESLAR). (2) 
Xe eo te _{ cos? sing ae 
容易 验证 , 车 (9) 一 | OP S| ESOR, 则 (gy 简 记 为 内 
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d(gr(O@))=e “d(g). (3) 
公式 (1) 转 化 成 
G) ÆrESL: (Z), M 8rg) 一 ggE). 
f 的 全 纯 性 质 相 当 于 :对 于 SL,(R) 上 的 拉 普 拉 斯 算 子 A( 这 是 二 
阶 微分 算 子 ) 
Gi) Ag=— kak D4. 
局 部 紧 群 SL: (R) 上 的 哈 尔 测 度 自然 诱导 出 商 空 间 SZ2:(CZ)/ 
SL:(R) 上 的 蛤 尔 测 度 . 以 L? 表示 这 个 商 空间 上 对 这 个 哈 尔 测 度 
平方 可 积 函 数 全 体 , HOACEL’?. 如 果 了 是 尖 点 模 形 式 ， 即 
f(ico) 二 0, 则 可 转化 成 $ 的 “ 尖 点 条 件 ”, 其 中 包括 
Gii) g 的 “第 0 个 Fourier 系数 ” 
nasl s le] dz 
等 于 0. 这 样 的 $ 形 成 的 一 个 子 空间 LI. 反之 , 如 果 SLOE 
的 图 数 $(g) 满 足 公式 (3) 和 上 述 三 个 条 件 ， 则 必 存 在 关于 SLZ) 
WALA RARER So HE d= 4). 如 果 只 把 条 件 (ii) 减 弱 成 “$ 是 


算 子 4 的 本 征 函 数 ”( 即 本 征 值 不 必 为 一 卫 k(k 一 2)), RIER 
足 上 述 诸 条 件 的 函数 叫 作 SL,(R) 上 的 自 守 尖 点 形式 . RT O/C 


ES), 本 二 SLi(2Z)) 之 外 ,这 种 扩大 的 定义 确实 包含 新 的 自 守 
尖 点 形式 , 这 就 是 H. Maass 在 1949 年 研究 实 二 次 域 狄 德 金 zeta 
pa BX I Ac BR BY SE AR A SPR SB xX (wave forms). 

下 一 步 要 解释 SL(R) 上 的 自 守 形式 和 群 SL,(R) 的 表示 之 间 
的 关系 . 设 p 是 群 G=SL,(R) 在 空间 L 上 的 右 正则 表示 ， 即 对 
FEL) Mg, hESL,(R), | 

o(g)$(h) =$lhg). 
这 实际 上 是 C 的 西 表示 ,并 且 对 于 足够 好 的 $, BFA SHA p 
可 交换 :Ap$ 二 pAp. 根据 表示 理论 , 可 以 用 算 子 4 把 表示 2 OH 
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成 一 些 子 表示 的 直 和 . 

例如 对 每 个 尖 点 模 形式 SEST), WL, 表示 由 p MEW 
S7:(R) 右 平移 作用 所 得 函数 全 体 张 成 的 L 中 的 子 空间 .如果 f 
是 Hecke 模 形式 , M Ly 是 L 对 于 表示 po 的 不 可 约 子 空间 . 用 这 
种 方式 得 到 SL,(R) 的 一 族 不 可 约 表示 , 叫 作 权 上 的 离散 表示 系 
列 . 更 一 般 地 ， 自 守 尖 点 形式 按 这 种 方式 对 应 着 p EL 中 的 一 个 
子 表示 , 它 是 不 可 约 西 表示 , 称 之 为 自 守 人 尖 点 表示 . 换 句 话说 ， 
表示 的 直 和 . 

事情 还 不 止 于 此 , KARR REAR O 的 一 个 局 部 分 支 
Q. 我 们 还 需 利 用 局 部 -整体 原则 把 一 个 局 部 域 R= 二 0 扩大 到 
Adele  A=Ag= [| '8,( 包 含 p=. 对 每 个 素数 如， 考虑 

G,=GL,(Q,), K,=GL,(2,), 
WK, 2G, 的 紧 子 群 . 再 记 G., = 二 GL,(R), 便 可 考虑 {G,} 对 {KK,，) 
的 限制 直 积 (这 是 局 部 紧 群 ) 
Ga=GL,(A) = IL,! G» 

AR At Fa aK A AGE Coe=GZL:(C) 看 成 是 G4 的 离散 子 群 . 

对 于 每 个 尖 点 模 形式 FOES DL), 类 似 于 前 面 公式 (2) 的 
方式 可 把 jz) 提升 成 Ga 上 的 一 个 函数 内 ,并且 对 每 个 rE Go， 
grg) 一 g8) 对 G4 的 中 心 Z4= lal |aC J =Jo} PEE z, PA 
Azg)=$lg). 于 是 $=, WARE Z.Go\G, 上 的 函数 .于 是 又 
考虑 G4 一 GLi(4) 在 空间 L= 13 (Z,Go\Ga) LMA LE WER p, 
对 每 个 FES), py 和 它 的 所 有 右 平移 生成 L3 的 不 变 子 空间 ， 
并 给 出 p 的 不 可 约 子 表示 . 4 n=1 时 , Ga=GL(4)=J, ZG 
Ga=Q'\J =Co(Q 的 idele 类 群 ), 而 G4 的 不 可 约 表示 就 是 idele 
类 特征 , 这 种 特征 都 可 表示 成 局 部 特征 之 积 x= [|x 类 似 地 对 


n=2 的 情形 , 也 可 证 明 G 的 每 个 不 可 约 酉 表示 x 都 可 表 成 张 量 
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EO, HP r, ER G, 的 不 可 约 丁 表示. WR Sf Æ Hecke (Mk 
模 形式 , ho 按 上 述 方式 给 出 不 可 约 表 示 "= 一 的 x,。。 对 每 个 
Hecke AFT), T pf=a,f, 则 局 部 分 量 x, 可 由 a, 和 上 完全 
描述 . 

上 面 的 理论 还 可 作 进 一 步 的 推广 ,即将 有 理 数 域 CQ 改 成 任意 
代数 数 域 ( 或 函数 域 ) 天 ， 再 将 群 GL, 改 成 GL, (其 至 任意 连通 约 
化 代数 群 G 和 它 的 离散 子 群 矿 , 使 得 r/C 具有 有 限 测 度 ). 对 天 
的 每 个 素 除 子 A, 记 Gz 二 GL,(Kwz). 若 儿 是 有 限 的 ( 即 多 为 
Ok WRH), W M>==GL,(Oz) 是 Gz METH, 其 中 Oz 是 局 
部 域 Ko 的 整数 环 . 以 G4 =G(Ahxk) = IT’ Gz 表示 {Gz) 对 于 


(Mz) 的 限制 直 积 . 由 对 角 檬 入 可 把 Gk 二 GL,(K) 看 成 Ga 的 离散 
子 群 . 以 [表示 Gx\Ga 上 平方 可 积 并 且 满 足 某 种 尖 点 条 件 的 复 
值 哆 数 所 构成 的 希 尔 伯 特 空间 , p 是 Ga 在 空间 LE 中 的 右 正则 表 
示 , 则 把 p 中 出 现 的 每 个 不 可 约 西 表示 都 叫 作 G4 的 自 守 尖 点 表 
R 每 个 这 样 的 表示 均 可 表 成 + 一 @x2, 其 中 xs 是 Go 的 不 可 约 
ARER. 对 几乎 所 有 xz 可 构 作 一 个 局 部 L-A% LCs, ro) = 
PING) ,其 中 忆 (z) 是 常数 项 为 1 的 nn 次 多 项 式 、 对 有 限 个 例外 
NS wa SEM LG, n). 然后 可 定义 自 守 尖 点 表示 的 L- 
pki BX 7 

Lis, m= |] LG, z2). 
右边 的 无 穷 乘 积 在 某 个 右 半 平面 上 是 收敛 的 ,而 Jacquet 和 朗 兰 
效 于 1970 年 对 于 n=2 情形 Godement 和 Jacquet F 1972 年 对 
于 一 般 情形 证 明了 LL(s, xz) 可 以 解析 延 拓 成 整个 复 平面 上 的 全 纯 
晒 数 (惟一 的 例外 是 n= 1 AM z= 1, 这 时 工 (5*，xr) 有 一 个 极点 )， 并 
且 有 函数 方程 

Lis, xX)=e(s, x)L(1—s, 7), 


其 中 是 与 + 有关 的 另 一 个 自 守 表示 , 而 因子 e, x) 可 表 成 局 部 
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因子 的 乘积 :se(s*，r) 一 IES Tz). 


对 于 n==1 的 情形 ， 以 上 结果 就 是 我 们 上 节 介 绍 的 Tate F 
1950 年 的 工作 . 对 于 n= 二 2， 上 述 结 果 是 Hecke KFREK LAH 
数 结果 的 推广 . 

有 了 以 上 这 些 准 备 , 让 我 们 再 回 过 涉 来 看 一 下 朗 兰 兹 第 一 猜 
想 的 意义 . 这 个 猜想 是 说 :对 于 任意 数 域 伽 罗 华 扩 张 卫 / 玉 ， 它 对 
于 Gal(Z /天 ) 的 二 维 不 可 约 复 表示 p 的 Artin L-K% Ls, p)— E 
是 GL, CA SEF BSBA r h L-AM LG, x)， 当 n= 二 1 并 且 
L/K 是 阿 贝 尔 扩 张 时 ， 这 个 结果 就 是 Artin 的 互 反 律 ， 从 而 这 个 
猜想 相当 于 类 域 论 的 高 维 推广 . 另 一 方面 , 这 个 猜想 是 用 天 的 自 
身 特性 ( 即 CZL,(C4x) 的 自 守 表示 ) 来 刻 划 所 有 伽 罗 华 扩 张 也 / 玉 , 可 
以 看 成 是 任意 数 域 K 的 一 般 互 反 律 ， 即 这 个 猜想 是 希 尔 伯 特 第 9 
问题 的 一 种 解答 (尽管 此 猜想 对 于 n 宇 2 情形 至 今 仍 未 证 明 ). 最 
Ja» Artin 猜想 在 不 可 约 表 示 p 的 次 数 n 宇 2 时 ，Artin L-A% 
ZL(4s，2) 均 是 全 纯 函 数 . 上 述 朗 兰 兹 猜想 可 以 推出 Artin 这 个 猜 
想 , 因为 已 经 证 明了 对 应 自 守 表示 的 二- 函数 都 是 全 纯 的 . 

1970 年 以 后 , 朗 兰 兹 考虑 其 他 复 约 化 李 群 (如 西 群 SOn: 
(COMA SPa OE), 这 些 群 上 的 自 守 表示 x MMe ey 
张 L/K 相 联 系 , 并 且 猜 想 这 些 自 守 表示 的 工 -函数 可 以 解析 延 拓 
成 复 平 面 上 亚 纯 函数 并 且 有 函数 方程 ( 朗 兰 兹 第 2 猜想 ), 而 且 具 
有 某 种 函 子 性 质 ( 朗 兰 效 第 3 猜想 ). 进而 , 这 些 猜想 也 都 可 以 在 
函数 域 上 加 以 考虑 . 

综 上 所 述 , 朗 兰 兹 纲领 是 对 现在 数学 诸多 领域 一 种 统一 性 的 
看 法 和 普遍 性 的 观点 ， 由 一 系列 规模 宏大 的 猜想 所 组 成 , 其 中 有 
些 猜 想 甚至 还 没有 形成 很 明确 的 数学 语言 . 解析 方法 在 欧 拉 、 黎 
受 、 狄 里 赫 利和 狄 德 金 年 代 成 功 地 引 人 数 论 研 究 中 以 后 ,对 于 数 
论 的 重要 研究 对 象 X( 如 数 域 的 介 罗 华 扩 张 ,， 数 域 上 代数 簇 ， 椭 
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LOX, s), 使 得 这 个 解析 函数 的 各 种 解析 特性 (解析 延 拓 ， 无穷 
乘积 展开 ,函数 方程 ,零点 和 极点 特性 ,在 某 些 特殊 点 的 取 值 等 ) 
能 充分 反映 该 数论 对 象 X 的 算术 、 代 数 甚 至 几何 或 组 合 特性 ( 例 
如 工 (X,，s) 的 无 穷 乘积 体现 X 上 的 局 部 -整体 原则 ， 函 数 方程 体 
现 X 的 某 种 对 称 性 ……: ) 朗 兰 兹 纲领 暂 理性 地 告诉 我 们 这 样 的 
解析 函数 来 源 于 何方 :应 当 存 在 与 X 有 关 的 适当 的 环 R(X), 使 
得 所 求 的 解析 函数 为 一 般 线 性 群 GL, (R(X)) 或 者 R(X) 上 更 一 
般 代数 群 的 某 种 自 守 表示 r 的 L- 函 数 Ls, r). 

迄今 为 止 ， 对 于 高 维 情 形 (* 宇 2) 只 对 少数 例子 证 明了 朗 兰 效 
猜想 ， 多 数 工 作 是 "一 2 情况 ,关于 r123 情形 的 研究 最 近 才 有 和 较 
大 的 开展 . 对 于 数 域 伽 罗 华 扩 张 ， 目 前 只 对 某 些 非 交 换 伽 罗 华 群 
(如 对 称 群 S, 和 交错 群 A,) 的 二 维 不 可 约 表示 , 证 明了 朗 兰 效 第 
1 猜想 . 对 于 数 域 开 上 的 代数 化 ， 只 对 椭圆 曲线 情形 提出 了 明确 
的 谷山 - 志 村 - 韦 依 猜 想 , 把 椭圆 曲线 的 厂 -函数 与 某 种 Hecke 权 2 
模 形式 的 L- 函 数 联系 起 来 1994 年 怀 尔 斯 对 于 O LÆRE R 
圆 曲 线 证 明了 谷山 - 志 村 - 韦 依 猜想 ， 并 由 此 推出 费 马 猜想 ( 见 
$4.6). 另 一 方面 ,对 于 函数 域 情形 却 有 较 大 的 突破 ,前 苏联 数 
学 家 Drinfeld 在 20 世纪 70 年 代 中 期 对 于 朗 兰 兹 第 1 猜想 证 明了 
pa RA n= 2 情形 ( 见 §$ 4. 5)， 这 项 工作 各 Drinfeld 在 量子 群 和 
数学 物理 等 方面 的 工作 得 到 1990 年 Fields 数学 奖 , 而 朗 兰 兹 和 
怀 尔 斯 一 起 获得 1996 年 沃 尔 夫 奖 , 可 以 预料 , 朗 兰 效 纲领 将 带动 
21 世纪 理论 数学 的 发 展 和 进步 . 
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$4.3 德 林 费 尔 德 证 明 函 数 域 上 
二 维度 兰 效 局 部 猜想 (1978 年 ) 


1974 年 一 1977 年 ,前 苏联 数学 家 德 林 费 尔 德 (V.G. Drinfeld) 
类 比 于 复 椭 圆 曲 线 看 成 复 平面 对 某 个 格 的 商 空间 ,并 且 可 由 模 函 
数 参 数 化 的 理论 ,在 函数 域 上 研究 一 种 新 型 的 模 结构 . 他 称 之 为 
“椭圆 模 ”, 后 人 把 这 种 模 结 构 推 广 到 高 维 , 统 称 为 德 林 费 尔 德 横 
(椭圆 模 是 其 秩 为 2 的 情形 ). 利用 这 种 椭圆 模 的 精细 结构 和 分 类 ， 
德 林 费 尔 德 得 到 CZ:(4x) 上 足够 多 的 自 守 表 示 , 其 中 天 是 任意 函 
数 域 . 这 使 他 能 够 证 明 合 罗 华 群 Gal(K"“/K) 的 二 维 不 可 约 表示 均 
可 来 源 于 GL(A4x) 的 自 守 表示 . 换 句 话说 ,他 对 函数 域 的 情形 证 明 
了 二 维 的 度 兰 北 猜 想 . 1988 年 ,他 对 于 函数 域 上 GIL(2) 的 自 守 形 
式 证 明了 关于 系数 估计 的 Petersson 猜想 (我 们 在 下 节 将 知道 ,对 
于 数 域 的 情形 ,这 个 猜想 是 1974 年 由 德 林 证 明 的 , 它 是 德 林 证 明 
有 限 域 上 高 维 韦 依 猜想 的 推论 ). 德 林 费 尔 德 的 这 些 工作 以 及 他 在 
量子 群 和 数学 物理 方面 的 工作 获得 1990 FER ER. 

关于 德 林 费 尔 德 模 的 一 般 理 论 可 参见 Deligne 和 Husemé- 
ller 合 写 的 介绍 文章 [4]. 在 这 里 ,我 们 仍 想 按 历史 的 渊源 和 它 与 数 
论 发 展 的 联系 加 以 叙述 . 

先 让 我 们 再 回 到 希 尔 伯 特 第 12 问题 :对 于 任意 数 域 及 ,如 何 
明显 地 构 作 它 的 最 大 阿 贝 尔 扩张 K”? 19 世纪 末 ,Kronecker 和 
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Weber 解决 了 最 基本 情形 , 即 对 于 有 理 数 域 Q.Q” 是 所 有 分 圆 域 
的 合成 , 即 0* 是 将 所 有 复 单位 根 ( 乘 法 群 C” 的 所 有 有 限 阶 元 素 ) 
添加 到 Q 中 而 得 到 的 域 . 我 们 知道 ,与 有 理 数 域 相 类 比 的 函数 域 
是 有 理 消 数 域 =F,(T). 很 自然 会 提出 :& 的 最 大 阿 贝 尔 扩张 名 
如 何 明显 地 构 作 出 来 ? 这 个 问题 一 直到 1974 年 才 由 D. Hayes 给 
出 解答 . 他 构 作 了 一 批 “ 分 癌 ” 孙 数 域 ,用 了 艺 数 域 上 的 类 域 论 证 明了 
将 这 些 分 圆 师 数 域 合 成 就 得 到 RY. Hayes 的 工作 得 益 于 他 的 老师 
L. Carlitz 在 1935 年 前 后 的 研究 . 在 那个 年 代 ,函数 域 上 数论 研究 
的 主流 方向 是 Artin 和 Hasse 等 人 关于 zeta 函数 的 黎 曼 猜 想 ( 即 
1941 年 的 韦 依 狂想) Carlitz 的 工作 并 未 引起 足够 的 注意 . 
有 理 函 数 域 £=F,(T) 有 一 批 显然 的 阿 贝 尔 扩张 , 即 常 数 域 扩 
ck k= Fe T) (ne 1). WP ERE Gal (2,./k) E H F Gal CF /F,) (n 
阶 循环 群 ). Carlitz 用 一 种 独特 的 方法 得 到 & 的 一 批 新 的 阿 贝尔 
扩 域 . 令 &* 为 的 代数 闭 包 ,R=F,[T1( 这 是 整数 环 2Z 的 模拟 )， 
Carlitz 给 出 “的 一 种 新 的 R- 模 结构 . 以 End EORR “RY FR 
性 自 同 态 构 成 的 环 . 则 其 中 有 如 下 的 Frobenius 自 同 构 FE 
End(k*), 
FR“ >k” , Fa) =a’. 
现在 对 于 aE€F MT EX p, A pr C End k”), Hp 
0,(a) =aa, 
Or(a)=(T+F) (a) =Ta+at (aE k*).. 
一 般 地 ,对 R=F,[Tj 中 每 个 多 项 式 ， : 
MT) =a4T taa iT +ta  (a;€ F,). 
定义 ovEEnd(k"), 其 中 
pu (a)=M(T+E) (a)=apri (a) tag, pri (a) fore + 
aipr (a) +a, 
其 中 pp = pp (pr (a)). 
例如 
Pr? (a) = pr (Py (@)) =p7(Ta+a’) 
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=T(Ta+a')+ (Tata) 
=T’a+ (THT) ta". 
由 此 给 出 &* 上 一 个 R- 模 结构 ( 叫 作 Carlitz 模 ) 
e:R-End(k”™),M 一 py. 
MFR 中 每 个 首 1 多 项 式 MSMT), EM 
Au= {aE k* | py(a)=0}. 
这 是 有” 的 一 个 R- 子 模 , 类 比 于 m 次 复 单位 根 乘 法 群 j= 二 (ac EC | 
a” =1}. 可 以 证 明 Ay 是 循环 R- 模 (类 比 于 上 是 循环 群 ), 并 且 有 
R- 模 同 构 
F, T 
Ay2=R/(M) = iad 


(HEF un 同 构 于 加 法 群 Z/ Gx)). Ay 中 元 素 叫 作 M-torsion 元 
素 ( 类 比 于 C Hm 次 单位 根 ) ,循环 R- 模 An 的 每 个 生成 元 都 叫 作 
本 原 M-torsion WR (ŽEF m 次 本 原单 位 根 ). 于 是 对 每 个 本 原 
M-torsion 元 素 A,Aw={e,(A)|AG R/(M)) 并且 ox DERBY 
仅 当 (4,M)=1( 即 4E CR/(M))*). 12-OCD = | (R/(M))* | ,这 
FE 18 A WKH RA Gn) = | (Z/mZ)* | RR. 类 似 于 plm) 的 公式 ， 
用 中 国 剩余 定理 可 知 
BPM) = IM)» ne 一 Tat 
其 中 PP 过 MM 的 所 有 首 1 不 可 约 多 项 式 因 子 , 而 1M|==g*s*=|R/ 
CA) |. 
将 hw 中 所 有 元 素 添加 到 &A 上 而 得 的 扩 域 表 成 上 (4w). 取 定 一 
个 本 原 M-torsion 元 素 4, 则 Ay 中 每 个 元 素 po4 (24) 都 是 4 的 多 项 式 
(系数 属于 R), FÆ klu) =k). Carlitz 证 明了 ;k(Awm)/k 是 伽 
罗 华 扩张 ,并 且 伽 罗 华 群 G=Gal (k( Ay) /2) ARF CR/ CM) Y, 
(R/(M))* = Gal(R(AY) VE)， A| a, 
其 中 cs 是 由 04A) = p1 A) Pi k E R BM. 这 类 比 于 分 圆 数 域 
Q pnd =Q Cn) Gal O En)/ O= (Z/ mZ), FH RAW H k 的 阿 
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贝尔 扩张 . 进而 ,R=F,[T] 中 每 个 首 1 不 可 约 多 项 式 P=P(T) 
CEA R BYE RII K — 4(4。) 中 的 分 解 情形 也 与 素数 P 
在 2( 纪 ) 中 的 分 解 规律 非常 相似 . 基于 这 些 事实 ,函数 域 CA, 0 
作 分 圆 函数 域 . 将 这 些 分 图 域 合 在 一 起 得 到 如 = UEAn) ,这 是 


的 (无 限 ) 阿 贝尔 扩张 .这 个 域 是 依 闲 于 《二 F,(T) 中 超越 元 素 了 
的 选取 . 若 取 另 一 个 超越 元 素 :二 示 , 按 同样 方式 又 可 构 作出 的 


男 一 个 无 限 阿 贝 尔 扩张 .再 考 虚 常数 域 扩 张 Fok = Fy (T) ,其 
中 FoR F, 的 代数 闭 包 ,Hayes 于 1974 年 证 明了 这 三 个 扩张 合 
在 一 起 就 是 的 最 大 阿 贝尔 扩张 , 即 
k” =F krk.. 

Hayes 的 这 项 工作 几乎 是 与 Drinfeld 的 椭圆 模 工作 同时 进行 
的 . 当 有 了 任意 高 维 Drinfeld 模 的 一 般 概念 之 后 ,Drinfeld 的 椭圆 
模 就 是 秩 1 的 Drinfeld 模 , 而 Hayes 使 用 的 Carlitz 模 是 秩 
_ 1Drinfeld 模 的 特殊 情况 . 1980 年 ,Hayes 考虑 任意 函数 域 怕 上 的 
秩 1 Drinfeld 模 ,证明 在 添加 此 模 的 某 些 torsion 点 之 后 可 得 到 下 
的 最 大 阿 贝 尔 扩 域 kK”. 换 句 话说 ,利用 秩 1 Drinfeld 模 ,Hayes 对 
每 个 函数 域 都 明显 构 作 出 它 的 最 大 阿 贝尔 扩 域 . 而 对 数 域 情 形 ,至 
今 只 对 有 理 数 域 和 虚 二 次 数 域 才 解 决 了 这 个 希 尔 伯 特 第 12 问题 . 

在 这 些 工 作 的 刺激 之 下 ,从 1980 年 起 对 于 分 圆 函 数 域 和 任意 
px E Drinfeld 模 的 结构 和 分 类 研究 形成 一 个 高 潮 . AAO 
哨 数 域 中 的 素 理 想 分 解 规律 和 韦 依 zeta 函数 ,得 到 了 分 圆 函数 域 
的 类 数 解析 公式 , 它 很 像 分 贺 数 域 的 类 数 公式 . EH Bernoulli 数 
的 模拟 ,得 到 两 类 “Bernoulli 元 素 ”. 一 类 是 Carlitz 在 20 4 30 
年 代 给 出 的 ,是 F(T) 中 有 理 函 数 ,用 来 判别 “ 实 ” 分 圆 函 数 域 类 数 
整除 性 . 另 一 类 是 D. Goss 于 1982 年 得 到 的 ,它们 是 R=F,[T] 中 
的 一 批 多 项 式 , 用 来 判别 分 圆 函 数 域 除 子 类 数 整 除 人 性, 这些 结果 是 
库 默 尔 关 于 分 圆 数 域 类 数 整除 性 的 结果 到 分 贺 函 数 域 的 成 功 移 
fi. Goss 在 构 作 这 些 Bernoulli 多 项 式 时 是 基于 他 引进 的 一 种 新 
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AY zeta PRM. 上述 两 类 Bernoulli 元 素 之 间 是 否 有 联系 至 今 仍 是 秘 
密 , 主 要 困难 是 Goss zeta 函数 没有 适当 的 函数 方程 .分 圆 数 域 的 
许多 近代 和 现代 结果 (如 分 圆 单 位 理论 等 ) 都 已 建立 在 函数 域 上 ， 
并 且 这 些 工作 常常 不 是 简单 的 类 比 和 移植 ,在 函数 域 中 常常 要 采 
取 与 数 域 不 同 的 方法 ,并 且 会 出 现 与 数 域 情 形 很 不 相同 的 现象 . 某 
些 问 题 在 函数 域 情 形 有 相当 的 困难 . 比如 说 ,目前 在 函数 域 情形 还 
没有 建立 起 满意 的 Iwasawa 理论 . 另 一 方面 ,由 于 任何 函数 域 上 
都 有 Drinfeld 模 理论 ,使 得 在 数 域 情 形 下 只 对 分 圆 域 建立 的 理论 ， 
在 晒 数 域 情 形 可 以 走 得 更 远 . 例如 ,Hayes 使 用 “椭圆 单位 ”对 任意 
申 数 域 都 得 到 类 数 解析 公式 . 另 一 个 精彩 的 例子 是 关于 zeta 函数 


特殊 值 的 超越 性 问题 . RS zeta 函数 58(s) = Sn ,我 们 知 


道 它 在 s=0 和 负 整 数 处 值 均 是 有 理 数 (Bernoulli 数 ) ,而 在 正 偶 数 
处 取 值 5(2n)(n 之 1) 是 x2> 乘 以 有 理 数 .但 是 对 正 奇数 Qn +1 (nS 
1),5(2n 十 1) 的 值 至 今 是 一 个 迹 . 人 们 猜想 它们 都 是 超越 数 ,直到 
1978 年 Apery F WEH T (3) 是 无 理 数 .但 是 对 鲨 数 域 情 形 的 
Goss zeta 图 数 , 利 用 Drinfeld 模 理 论 , 于 靖 关 于 Goss zeta PR Š 
5.(5) 在 整数 处 取 值 给 出 了 圆满 的 超越 性 结果 . 首先 指出 ,在 函数 
域 中 9 一 1 是 数 域 情 形 数 2 的 类 比 ,因为 2 是 整数 环 Z hase 
士 1 的 个 数 , 而 g 一 1 是 R==F,[T] 中 可 送 元 F: 的 个 数 . 其 次 ,Car- 
litz 给 出 指数 函数 e** 在 函数 域 中 的 模拟 e(z) ,el(z) 是 周期 函数 , 周 
期 x 为 =F,(T) 上 的 超越 元 素 ( 类 比 于 e* 的 周期 + 是 0 上 的 超 
越 数 ). 对 于 整数 nn, 当 g 一 11n 时 ,Ca)Vm 属于 ,而 于 靖 证 明了 ， 
当 g 一 1 二 时 ,Zln) 均 是 & 上 的 超越 元 素 . 

函数 域 有 两 种 类 数 , 一 个 是 零 次 除 子 类 数 h(K), 另 一 个 是 
理想 类 数 A(O ,这 里 Ok 表示 KK 的 整 元 素 环 , 即 久 中 对 RR= 
FLTj 整 的 元 素 构 成 的 狄 德 金 整 环 .h(K) 二 RCK)h(Ox), 其 中 
R(K) 是 域 尺 的 regulator ,由 单位 群 Uk 二 OX 的 一 组 基 所 决定 . 数 
域 情形 RC(K ) 是 很 难 计 算 的 实数 ,函数 域 情形 R(K ) 也 很 难 计算 ， 
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但 它 是 正 整 数 . 现在 我 们 对 分 圆 函数 域 K=k( Ay ES RFR 
站 ( 玉 ) 的 计算 公式 .根据 韦 依 的 理论 , 玉 的 韦 依 zeta 函数 为 


FU) 
__ degA 一 
ZU) = DU" = Gang 0 


( 一 0 一)， 
其 中 4 过 下 的 所 有 整除 子 ,FCU)EZLU], 而 h(K)==F(1).k= 
FAT) PHBE Foo =| op | BLK 的 扩充 都 叫 作 K 的 无 限 除 子 .以 2 
表示 一 个 本 原 M-torsion JGX , W] K = 0) ,利用 简单 的 ce-adic 分 
析 可 以 证 明 oo 在 KK 中 的 分 解 域 是 K+ 二 kX 1'), 即 oo 在 K* 中 为 g 
个 不 同 素 除 子 乘积 20 = 1… 多 ,其 中 g==[K* :&]=[K:&]/ 
[K : K+1] 二 @B(M)/(g 一 1). 而 每 个 多 ;在 居中 均 完全 分 歧 : 儿 ;= 
PY '<icg). FÆ degP;=10Si<eg). RITE KE K 的 最 
大 “ 实 ” 子 域 . 如 果 把 Gal (K/L) E mF R/M), M) Gal (K/K™) 
等 同 于 (R/CM))" BOF BE OFZ. Mili Gal (K+/k) $ EF R/M) 
对 于 F? 的 商 群 . 群 CR/CM))7 的 复 特征 XX: (R/M >C uy E 
多 项 式 环 R=F,[T] 模 M 的 狄 里 赫 利 特征 . 这 BC(M) 个 特征 叫 作 
K 的 特征 . 而 域 玉 + 的 特征 则 指 的 是 Gal (KH /ED) 的 特征 ,由 上 所 述 
它们 相当 于 满足 条 件 XCF) =1 的 那些 模 M 狄 里 赫 利 特 征 , 这 种 


特征 叫 实 特征 ， 共有 < 一 [K+ sk. 于 是 我 们 有 


Zę(U) = Se" eg4 [Ja — (Jie)! 
= = {Ia — User) He 一 Ue), 

其 中 卫 过 天 的 所 有 素 除 子 由 上 述 c 在 K 中 分 解 特性 可 算出 上 
式 右边 第 一 个 因子 

[ļauns aU, 

Plo 
而 第 二 部 分 因子 中 尸 过 Ox 的 所 有 非 零 素 理想 , 即 
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TTa — yte) 一 S, Uts =— >X NaS 


PY AZO, ACO, 
(NA = q^). 


这 正 是 域 K 的 犹 德 金 zeta 函数 ,为 了 计算 它 ,我 们 需要 & 的 每 个 
ARARRF RAR 1 不 可 约 多 项 式 )p= 二 p(T) 在 分 圆 函 数 域 
天 三 &A(4w) 中 的 分 解 规律 .可 以 和 数 域 情形 相仿 地 证 明 : 若 M= 
PN, PCN, p)=1/20. W 

POK= (Pi Py) pdegP;=f Ui<g), 
H H e=O(p),.f ® pN OREM. c= PON) 然后 便 可 跟 
数 域 情 形 一 样 证 得 


>) Ue 一 = [Ta - Ue?) = | [LU x"), 
x 


AZO x 


其 中 X 过 模 M HDA D EASE 是 结合 于 Xx 的 本 原 特征 ， 
而 二 -函数 LOU XY" ) 定 义 为 
LUX) = | [a = xi pu)! = S (AU 
p AER, 


= D0,X YU". (1) 


这 里 p 过 R=F,[T] 中 所 有 首 1 不 可 约 多 项 式 ,4 过 RR 中 所 有 首 1 
多 项 式 (它们 形成 的 集合 记 为 R,) ,而 
o,(X°) = >) XA). 


AE R} 
degA=n 


综合 上 述 我 们 得 到 


FU) _ — [T * 


g = DM)/(g — 1). 
4 X=1( 平 凡 特征 ) 时 ,L(V ,X" RE R= F(T) KS zeta R 
数 
> US = Sig" = A qU). 


AE R 
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F 

FU) = | [LU .x")/a 一 DO (2) 

rel 

“4¥ <1. D, 表示 X” 的 导 子 ,DrlM, 令 dx= deg Dx. 可 以 证 明 
当 nod, 时 ,o,(X’ )==0. Mik ORAM LU OBKFU K 
多 项 式 . LAX RSA SEE ALERT. LX ) 一 0, 从 而 多 项 式 
L(U,X* ) 有 因子 (1 一 U). 于 是 (2) 式 可 写成 (注意 非 平 凡 实 特 征 共 
g 一 1 个 ) 


FU) = [| LU,x). I = 


X 非 实 


|) 


2 


4X ER M 非 实 特征 时 ， 


dx 一 1 


LOK) = Sys). 


m xX 是 非 平凡 实 特征 时 ， 
a yry pma LUX) 
ZE = lim < 


= lim( X6, XU") /QA — V) 
wh n=O . 


一 一 人 > no, (X). 
于 是 最 后 得 到 分 圆 函 数 域 KK =k Ay RFR 上 (天 ) 的 解析 公式 
ACK)=FQ)=h" +h , 
其 中 


dy 
h= | JAOD, ACO =— Dynex"), 
XX n= 
XS 1 


dy 一 | 
= |], ag = D542"). 
n=O 


VEX 


类 似 可 证 六 即 是 最 大 实 子 域 玉 * 的 除 子 类 数 , 于 是 六 + 为 正 整数 而 
h =h/h* 叫 作 天 的 相对 类 数 . 由 于 hC(X) 都 是 代数 整数 而 h- = 
。192 。 


h/h* EQ, 可 知 h 也 是 正 整数 ( 数 域 情 形 证 明 此 事 要 困难 一 些 ). 
K 和 天 整数 环 的 单位 群 都 是 秩 g 一 1 的 有 限 生成 交换 群 . 和 
数 域 一 样 ， 的 但 是 可 以 找到 一 批 


单位 Cs 人 (AE (R/M), A 壮 1), 这 些 叫 分 圆 单位 . 当 M 是 不 


可 约 多 项 式 的 方 宅 时 ,它们 生成 的 分 圆 单位 群 Cx 对 Ok+ 的 单位 群 
Uk 指数 有 限 ,并 可 算出 [UK : Cel Shh. 这 些 结果 都 与 数 域 情 形 
相仿 . 

1983 年 Goss 引进 一 种 新 型 的 zeta 函数 


EO = > A =D (s), a(s) = >) A~. 


AER, AER 
degA=n 


日 变量 s 取 值 为 整数 ,而 函数 值 属 于 8 二 F(T) 对 于 无 限 素 除 子 oo 
=| 7| REE =r =|| |] ( 它 类 比 于 R=O-). 4s WIE 


整数 对 定义 5,(s) 的 级 数 对 于 ,中 的 co-adic 拓 朴 收敛, 从 而 取 值 
于 .对 于 负 整 数 一 m,t..( 一 mm) 是 多 项 式 
Em) = >) A" EFIT]. 


m 
degA 生生 了 


对 于 正 整 数 i, 当 (g 一 1) 1i, S 
ATM S= ga > A 

AER, 
dega< 


而 当 (e 一 1) |i .0.(—D=0, RIN LE“ ABW 
B(T)=— >, A'degA. 


这 些 B.(T) 均 是 F,[T] 中 多 项 式 . 它们 就 是 Goss 引进 的 “ 贝 努 利 
多 项 式 ”, 因 为 不 但 有 类 似 于 员 努 利 数 的 递 推 关系 和 同 余 性 质 , 而 
且 有 了 库 默 尔 关于 分 圆 数 域 类 数 整除 性 结果 的 如 下 模拟 : 设 p 是 FF, 
H FIE, K =k Cr) RF P È F[T] 的 a 次 首 1 不 可 约 多 项 式 ， 
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h AA 分 别 为 K' 的 除 子 类 数 和 和 K OAM RA, pla 4AM 
当 存 在 正 整数 ; 委 % 一 2,(g 一 1)|i, 使 得 PIB;(T). 而 plh AEN 
当 存 在 正 整数 1 二 gq” 一 2, (gq 一 1) 人 + i 使 得 P|1pB,(T). 

现在 介绍 Carlitz 在 1935 年 一 1941 年 定义 的 域 £=F,(T) 上 
另 一 批 “ 贝 努 利 元 素 ”. 通常 贝 努 利 数 B, 是 由 


t B, 
ec 一 1 > nto 
定义 的 .所 以 Carlitz 首先 探讨 指数 函数 的 阶乘 4! 应 当 如 何 推广 到 
图 数 域 上 . 指数 函数 e 是 以 2rzZ 为 周期 的 复 值 函数 ,2xzZ 是 C 中 
秩 1 的 格 . 我 们 知道 ,Z,Q,R 和 C 在 蚂 数 域 中 的 模拟 分 别 为 R= 


FT] R= FL) ku =F GE) A RE o KRA). 对 每 个 非 


FEIR VERL ,YR ERP HK 1 格 (离散 加 法 子 群 ), 可 以 如 下 构 
作 一 个 以 工 =?R 为 周期 格 的 函数 


e(z)=z || 1 — =) = limz J] 


Fue L h> Oa€ Lh) 


HP LA)={VA]AER,degA<h)}. 可 以 证 明 当 zEh* 时 ,右边 极 
BR TE RS FU MT ei(z) 是 从 姑 到 妨 的 函数 ,并 且 易 知 ey (Ve) 
= yer(z). Carlitz 发 现 有 一 个 特定 的 秩 1 格 工 ,使 得 er(z) 对 于 展 
开 有 简单 表达 式 . 他 引进 如 下 的 符号 

G]=T*—-TG1), 

D,=1,， 

D;=[iD ,=i—1 i211] G). 


通过 oo-adic 分 析 可 知 ] | 1 一 LS) 收 伍 为 和 .中 元 素 ,表示 


成 u 以 "表示 方程 y 一 = 一 [1] 在 既 中 的 一 个 解 , 令 元 = WE ke, 
则 对 于 秩 1 格 工 二 xR,Carlitz 计算 出 


elz) = exg(2) = Dp (1) 
i=0 ' 


1 一 三 


”了 94。 


FF AA RADE 

e(Tz)=Tel(z) +e(z)!= prle(z)). 
又 由 (1) 式 易 知 en (2 +2’) =e, (ze) +e, (2') Ml ce, (az) =ae,(z) (a€ 
F,). 由 这 些 关系 可 知 对 每 个 MER, 均 有 e,(Mz) =pyler(z)). 其 
中 ou 是 Carlitz 作用 . 换 句 话说 ,我 们 有 交换 图 表 

pic > pes 

My Y pu (对 每 个 MER). 

ks — ke 
左边 是 尺 在 上 的 自然 作用 z+ 呈 Mz, 即 看 成 为 自然 R- 模 . 通 
过 指数 映射 ej La. ke AE RM Carliltz R- 模 ;z 一 Ou Cz). 这 就 是 
Carlitz 模 的 来 源 ! 30 年 之 后 ,Drinfeld 考虑 &2 的 秩 2  L=aR@ 
PRC, BERS). 类似 定义 以 工 为 周期 格 的 指数 函数 er (z), 并 且 有 
映射 D:R>End(22),M'> Du, 使 得 有 如 下 的 交换 图 表 

Bice ee 

My ý Du 

keks 
即 对 每 个 ME Roe, (Mz)= Dy ler (z)). 从 而 对 于 如 的 每 个 秩 2 格 
Lk RAIA R- 模 结构 D,M 在 zEh“< 上 的 作用 为 Dule). 由 
于 ei 以 工 为 周期 格 ,所 以 实际 上 ei 是 从 /LL 到 的 下 -线性 映 
RY FF Fe eT). 回忆 数 域 情形 ,C 对 于 一 个 秩 2 LN CL 
就 是 一 条 复 椭 圆 曲 线 ,所 以 Drinfeld 把 这 种 模 结构 叫 作 椭圆 模 . 对 
FR 1 情形 ,k& 的 任意 两 个 秩 1 模 工 ==Y,R 和 工 ,二 YR 都 是 相似 
的 :了 一 关 L2 可 知 它们 本 质 上 给 出 如 的 同一 个 模 结构 , 即 好 上 
所 有 秩 1 Drinfeld 模 本 质 上 只 有 一 个 ,就 是 Carlitz 模 . 对 于 秩 2 情 
WRK 2 格 有 无穷 多 相似 等 价 类 ,从 而 给 出 有 “的 无 穷 多 本 质 
不 同 的 椭圆 模 结 构 . Drinfeld 就 是 用 这 样 丰富 的 椭圆 模 结构 给 出 
充分 多 的 自 守 表示 ,从 而 证 明了 n=2 情形 在 函数 域 上 的 朗 兰 效 猜 
想 .再 进一步 ,对 于 数 域 情 形 C 是 R 的 2 次 扩张 ,从 而 C 中 格 的 秩 
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只 能 为 1 和 2. 但 是 RSH AR KT HK. UTE EB n, 
Ach Hg Ben 的 格 , 从 而 ke Ee GES) BR ”的 Drinfeld RA 
构 . 用 它们 应 当 构 作出 函数 域 上 GL(n) 的 许多 自 守 表示 .但 自前 
对 a23 的 情形 , 秩 n Drinfeld 模 的 分 类 问题 (moduli, 参 量 空间 ) 
没有 完全 被 解决 ,所 以 函数 域 上 nn 宇 3 的 朗 兰 兹 猜想 还 未 被 证 明 . 
现在 回头 来 介绍 Carlitz 给 出 的 阶乘 2:! 在 函数 域 中 的 模拟 . 设 

正 整 数 ”有 g-adic 展开 

n=aytaiqt:-tagq OSa q1). 
定义 F,[LTj 中 的 多 项 式 

D, = D:D Ds, 
其 中 符号 D: 的 定义 如 前 所 述 . 我们 知道 na! 有 素 因 子 分 解 式 n = 


[To ,其 中 = D [z | Sepa aT iE Pte PAT] PARAF 
解 式 
D, = []Pve, = >| aa |: 


m>1 -f 
H e A A th ET, 看 作 是 n! 的 模拟 .然后 类 比 于 


-5; Bem „Carlitz 由 下 式 定义 了 一 批 F(T) 中 元 素 Ba» 


a.) -5 大“ 
这 些 有 理 函 数 BC F, (7) 的 部 分 分 式 展开 和 贝 努 利 数 的 部 分 分 式 
展开 相 类 似 , 并 且 若 (g 一 1) 二 nn 时 B, 二 0, 而 当 (g 一 1)1n 时 ,有 .= 
Ln)/r".1991 Œ Okada 给 出 B, M Kt =k(Ap)* HRA 
二 hh(OKk) 之 间 的 如 下 联系 :若是 FF[T] 中 4 次 不 可 约 首 1 多 项 
式 ,p 是 9 的 素 因子 . 如 果 p14, 则 存在 正 整 数 n<g 一 2,(g 一 1)| 
n, 使 得 P 除 尽 B, 的 分 子 多 项 式 . 这 个 结果 使 得 B， 更 有 资格 作为 
贝 努 利 数 的 模拟 . 


e—] 
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以 上 我 们 介绍 了 分 圆 函 数 域 和 Drinfeld 模 理论 的 初步 内 容 . 
我 们 又 一 次 看 到 数 域 和 函数 域 研究 的 互动 和 促进 . 代数 数论 起 步 
时 ,许多 方面 受 函 数论 的 启发 . 例如 素数 在 数 域 中 的 分 歧 概 念 来 源 
于 代数 函数 在 某 点 处 的 分 歧 性 质 . Hensel 的 p-adic 数 和 局 部 域 来 
源 于 函数 在 局 部 的 Taylor 展开 . 在 赋值 理论 建立 起 来 之 后 ,从 20 
世纪 20 年 代 起 ,函数 域 研究 开始 借用 数 域 成 果 , 发 展 了 以 韦 依 ze- 
ta 级 数 和 韦 依 定理 为 代表 的 算术 理论 . 

到 了 20 H 50 年 代 , 类 比 于 函数 域 的 有 限 常 数 域 扩张 ,Twa- 
sawa 建立 起 数 域 的 近代 分 圆 域 理论 . 在 Drinfeld 模 理论 指导 下 ， 
数 域 的 分 圆 理论 又 转移 到 函数 域 中 ,促进 了 函数 域 算术 研究 的 新 
进展 . . 

关于 分 圆 函数 域 和 Drinfeld 模 的 进一步 理论 可 见 参考 文献 
(以 及 这 些 文献 所 引用 的 文章 ). Drinfeld 模 的 研究 被 用 于 研究 孙 
数 域 上 的 模 形 式 , 自 守 形式 和 自 守 表示 ,也 用 来 研究 特征 p 的 代 
CE (BAY DL AR BE A Shimura 徐 ) 和 函数 域 上 高 维 朗 兰 效 猜 想 . 
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$4.4 MAREI ESS RIB (1973 年 ) 


设 C HARM F, 上 一 条 不 可 约 非 奇异 代数 曲线 . 以 N, 表示 
C 在 天 "中 的 射影 点 数 ,曲线 C 的 zeta 函数 定义 为 


Zc(U) = exp ` Mayr 。 
韦 依 在 计算 了 大 量 例子 之 后 ,提出 如 下 猜想 ， 
(1) ZU) = LU) 


(1 —U)Q — qU)’ 
2g 


LU) = 0 — aU) € Z[U], 


i=] 


© 199» 


Kp g 为 曲线 C 的 亏 格 . 
(2) (RAFE UD =V GU) Ze rae 


(3) RBH RW la |= Vg (1 委 : 委 28). 

(1) 和 (2) 可 以 用 黎 曼 - 洛 赫 定理 比较 容易 地 证 明 ( 韦 依 用 Adele 14 
言 给 出 黎 曼 - 洛 赤 定理 的 一 个 纯 代 数 证 明 , 它 适用 于 任何 整体 域 上 
的 代数 曲线 ). 而 对 于 猜想 (3),E. Artin 首先 对 超 椭 圆 曲 线 y= 
f(x) (相当 于 二 次 函数 域 ) 的 情形 于 1924 年 给 出 一 些 例子 . Hasse 
于 1933 年 和 1934 年 证 明了 椭圆 曲线 (g 二 1) 的 情形 . Hasse 给 了 
两 个 不 同 的 证 明 , 第 一 个 证 明 是 考虑 定义 在 F, 上 椭圆 曲线 五 的 
所 有 点 ECF,.) A FW F ORR. Ay) BRR EB 
一 个 下 -点 , 则 (z, 加 ) 也 是 玖 的 下 -点 .于 是 映射 Cz,y)r>(Cz?， 
yy?) Fe Bay D OR ARE ECF...) 8 IAS. OYE Frobenius g fAlA F. m F 
的 不 动 点 即 相当 于 FF.- 点 . 所 以 上 F.- 点 个 数 即 是 映射 的 不 
动 点 数 . 利用 复 乘 理论 把 映射 提升 到 特征 零 情 形 , 如 此 证 明了 
猜想 (3)( 对 g=1 情形 ). 第 二 个 证 明 则 是 研究 椭圆 曲线 的 自 同 
态 环 . 

1940 #11941 年 , 韦 依 在 两 篇 短文 中 叙述 了 对 任意 亏 格 情形 
猜想 (3) 的 两 个 证 明 思 想 . 第 一 个 证 明 (1940 年 ) 是 把 曲线 到 自身 
的 Frobenius 对 应 诱导 出 曲线 的 雅 柯 比 簇 上 的 一 个 自 同 态 , 从 而 
这 个 对 应 结合 一 个 l-adic 的 2g 阶 方 阵 ,而 Frobenius 对 应 的 固定 
点 数 即 是 这 个 方 阵 的 迹 函 数 , 然 后 由 “Rosatti 对 合 ” 的 正 性 推出 猜 
想 (3) (曲线 的 雅 柯 比 艇 是 g AER OR Re 为 曲线 的 亏 格 . 当 g= 
1 时 ,椭圆 曲线 E 的 雅 柯 比 簇 即 是 五 自身 ,这 就 归结 于 Hasse 情 
形 ). 第 二 个 证 明 (1941 年 ) 则 完全 依赖 于 Severi 的 曲线 到 自身 对 
应 理论 ,用 对 应 的 相交 数 来 表达 曲线 的 zeta 函数 . 然后 韦 依 用 这 
些 相 交 数 来 定义 所 有 对 应 组 成 的 环 上 一 个 “ 迹 函 数 ”, 由 这 个 迹 函 
数 的 正 性 ( 即 Castelnuovo 不 等 式 ) 证 明 猜 想 (3). 这 两 种 证 明 思 想 
本 质 上 是 Hasse 对 g=1 给 出 两 个 证 明 到 一 般 情 形 的 推广 . 
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韦 依 这 两 个 证 明 思 想 所 用 的 基本 工具 (曲线 对 应 理论 和 正 性 
论断 ) 是 意大利 代数 几何 学 派 已 经 准备 好 的 现成 工具 ,但 是 缺乏 严 
格 的 数学 语言 . 这 促使 韦 依 写 了 《代数 几何 基础 》 一 书 (1946 年 出 
版 ) ,建立 了 抽象 的 代数 几何 理论 ,然后 在 1948 EXS TARE 
《 阿 贝 尔 徐 和 代数 曲线 》 和 《代数 曲线 和 它 诱导 的 代数 艇 》, 分 别 严 
格 地 给 出 上 述 两 个 证 明 , 并 且 把 第 一 个 证 明 推 广 到 阿 贝 尔 艇 上 . 

1949 年 , 韦 依 对 有 限 域 上 高 维 代数 簇 计算 了 一 些 例子 (对 角 
方程 定义 的 超 曲 面 , 阿 贝 尔 徐 和 Grasmann 筷 ), 提 出 了 如 下 的 高 
H Fa 8 1 X HEF, 上 非 奇 异 的 ” 维 射影 代数 簇 ,Nu。 为 和 在 Rr 上 
的 射影 点 数 , 则 

(A) X BY zeta M% 


Zx(U) = exp 

是 U WA HKZ. 

(B) ZxU)= 
其 中 


Su 


m=] 


P, (UDP (U Jee Pan (U) 


P, UP, UP, U) ’ (3.1) 


PU) = | [Q — a) € Z[U],b; = degP,U), 


lel =P (jh) O<i<2n) 
( 黎 曼 猜想 的 模拟 ). 
(C) 将 诸 根 {a} 的 下 标 j 作 适 当 调 整 , 可 使 ajaani =g OHE 
E ij). 这 相当 于 Zx (DU) 的 一 个 函数 方程 . 
D) BX WBF A SRR LAER BRR Xo xX 
(看 成 复 流 形 时 ) 经 典 上 同调 群 HOREC i + Betti 数 ). 


这 个 猜想 的 背景 是 紧 复 流 形 误 的 代数 拓 朴 学 .对 于 训 的 任意 
AAA 7 , 它 可 诱导 出 上 同调 群 AY OC BARA ABS 
间 ) 上 的 线性 映射 ( 仍 记 为 .多 ) 以 #Fix(. 多 7") 表 示 F” EX pW 
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定点 数 ,代数 拓 朴 中 有 Lefschetz 公式 (其 中 为 XX 的 复 维 数 ). 


HFix(.F") = DC DT(F"IHI(R,C)). (3.2) 
于 是 在 形式 上 有 
exp] ` L # Fix(F*)| 


mol 
on i+ 1 
= Ddet(1 — U + F| HR, 0). (3. 3) 


FA RF, bak aR ABO X A XCF, ) 到 自身 的 
Frobenius 映射 F, (Ti Ln) TS Cse grt). 而 F” 的 固定 点 个 数 
H Fix (FORE X EK Fw- 点 个 数 NN,. 因此 

Zx(U) = ex | > L HFix(E”) 


m=] 


韦 依 指出 ,要 证 明 他 的 高 维 猜想 ,需要 寻求 对 于 有 限 域 上 代数 复合 
适 的 上 同调 理论 ,使 得 公式 (3. 2) 成 立 . 于 是 Zx(U) 可 写成 公式 
(3.3) 右 边 的 形式 ,由 此 就 可 推出 猜想 (B) 中 的 有 理 函 数 表达 式 
(3.1) 和 猜想 (D) 中 对 于 degP; 的 论断 ,并 且 Zx(U) 的 函数 方程 应 
当 来 源 于 上 同调 群 的 对 偶 理 论 . 

20 世纪 50 年 代 以 来 , 复 代 数 几 何 取得 很 大 进步 ,发 展 了 拓 朴 
工具 和 层 论 工具 , 韦 依 本 人 从 1949 年 起 在 芝加哥 大 学 研究 具有 
Zariski 拓 朴 的 抽象 代数 几何 的 纤维 从 理论,1954 年 前 后 Serre 对 
于 特征 p 的 情形 作 了 一 系列 重要 的 工作 .但 是 这 些 特征 p 的 代数 
艇 上 同调 理论 不 适合 于 证 明 韦 依 猜 想 , 因 为 这 些 上 同调 空间 都 是 
特征 p 的 向 量 空 间 ,线性 算 子 的 迹 是 F, 中 元 素 , 所 以 只 能 给 出 有 
理 点 数 的 模 p 信息 . 到 了 1960 年 ,Dwork 证 明了 Zx(U) EU 的 有 
BH pK. Dwork 采用 了 一 套 新 的 方法 ,使 用 Q, 上 希 尔 伯 特 空间 的 
泛 函 分 析 理 论 . Dwork 理论 在 20 世纪 后 期 得 到 很 大 发 展 ,但 是 对 
于 韦 依 猜想 并 没有 取得 进一步 的 罕 破 .尽管 如 此 , 它 促 使 人 们 去 寻 
求 局 部 域 Q 上 的 上 同调 理论 ,因为 这 是 特征 零 的 上 同调 理论 ,并 
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且 和 希望 用 所 有 局 部 信息 来 把 握 整 体 信 息 . 1964 年 ,M. Artin (Œ. 
Artin 的 儿子 ) 和 A. Grothendieck 对 每 个 素数 LC = F, 的 特征 
Pp) ,都 给 出 好 的 -adic 上 同调 理论 . 根据 这 种 理论 ,对 每 个 /六 p， 
都 可 证 明 出 

Pia UDe Poniu U) 


en r+] 
Zx(U) = LIP. UOP A (U) ” 


其 中 Pu EQU], 并 且 这 些 多 项 式 P U E Q 的 代数 闭 包 中 ) 
的 根 满足 猜想 (C). MAY X 提升 为 复 流 形 XN, P CU) RRR 
是 X 的 第 i 个 Berti 数 6b. 但 是 他 们 不 能 证 明 所 有 多 项 式 PU) 
(= p) 均 是 同一 个 多 项 式 P;(U), 并 且 P;(U) 的 系数 属于 0. 当 
然 ,他 们 也 不 能 证 明 黎 曼 猜 想 的 模拟 . 

1973 年 , 德 林 (P. Deligne ) 最 终 证 明了 整个 韦 依 猜想 ,他 的 这 
项 工作 获得 1978 年 Fields 奖 , 他 的 工作 主要 体现 在 两 个 方面 的 突 

1. 使 用 了 Lefschetz 束 (pencils) 的 Monodromy 群 理论 . 

Lefschetz 于 1924 年 对 复 代 数 秘 的 上 同调 理论 做 出 一 系列 重 
要 工作 . 他 把 一 个 射影 租用 超 平 面 去 截 ,得 到 许多 纤维 ,而 这 个 射 
影 和 能 的 上 同调 群 可 以 用 这 些 纤 维 的 上 同调 群 来 表达 . 这 个 理论 转 
到 /-adic 上 同调 上 去 并 不 困难 ,但 是 德 林 意 识 到 :要 用 于 韦 依 猜 想 
还 需要 证 明 每 个 维 数 的 纤维 组 成 的 Lefschetz 束 都 有 很 大 的 
Monodromy ff. 德 林 对 于 /-adic 情形 证 明了 这 个 结果 ,由 此 得 到 
诸多 项 式 Pu(U) 是 与 1 无 关 的 多 项 式 PU) ,并 且 P, VEQ]. 
所 以 剩 下 的 事情 是 证 明 黎 曼 猜 想 的 模拟 . 

2. Zx(U ) 与 模 形 式 的 联系 . 

在 韦 依 高 维 猜 想 提出 后 不 久 , 人 们 就 意识 到 它 和 Ramanujan 
猜想 之 间 的 联系 . 我 们 前 面 已 经 说 过 ,对 于 群 = SL, (CZ) RL 12 
尖 点 模 形 式 空间 是 一 维 的 ,生成 元 为 

Aq) =q] Ja —q)* = DroVg(g = e,t E A), 


ql 
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Ramanujan 猜想 是 说 :对 每 个 nel, 
|r(n)| <n2d(n),d(n) = Dod. 
d|n 


由 于 A(q) fi Hecke 模 形式 , 即 有 欧 拉 无 穷 乘 积 展开 (这 最 时 由 
Mordell 于 1917 年 发 现 ) 


Dryas = | [a mrp)p + pn, 
næ] P 


可 知 只 要 对 每 个 素数 p 证 明 |r(p)| 志 2p? 即 可 . 而 这 又 相当 于 证 
明 对 每 个 素数 p， | 
1—r(poU +p'U?=(1—-a(ponU) (1—-B(phou), 
la(p)|=18(T)|=p¥. 
如 采 有 ,上 的 非 奇 异 射 影 代数 簇 XX, 使 得 1 一 zr(p)U 十 puU? 是 
zeta AM Zx(U) 当 中 多 项 式 Pi (CD) 的 因子 ,由 黎 曼 猜想 的 模拟 便 
1 la(p)|=|8(p)| =p? MTGE Ramanujan 猜想 . 在 1965 年 
一 1967 4 $8 j] , Eichler ‚Shimura ($ F} ) , Kuga ‚Ihara 等 人 构 作 出 
了 这 样 的 代数 答 X BEREX 加 以 紧 化 . WIAA XKR 
方法 ,从 而 由 黎 曼 猜想 的 模拟 可 以 推出 Ramanujan 猜想 . 
Petersson 把 Ramanujan 猜想 作 了 推广 :对 于 群 I, NOS 


ALA HY Hecke RARER f(g) = Dya IA las| < 2p F 
n 之 1 ; 


(对 每 个 素数 p). 1969 年 , 德 林 证 明了 :由 高 维 韦 依 猜想 可 以 推出 
之 2 情形 的 Petersson Jf 48 (A= 1 情形 的 Petersson 猜想 是 德 林 
和 Serre 于 1974 年 证 明 ). 但 是 问题 在 于 如 何 证 明 黎 曼 猜 想 的 模 
拟 ? 

1939 年 Rankin 给 出 了 当时 对 于 r+(n) 的 最 好 估计 +(n)= 
Ons), HEE AIK BABB >》 rln)?n-:. 1970 ERY 


指出 Rankin 的 方法 可 用 来 证 明 Ramanujan APA 3k 
由 A(z) 给 出 的 无 穷 多 个 狄 里 赫 利 级 数 
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DITTA ~ apyacp) ip (7) n= 152,350") 


的 极 点 性 状 德 林 仔细 研究 了 Rankin 的 1939 年 文章 和 朗 兰 兹 的 
上 述 想 法 ,发 现 利 用 Grothendieck 的 上 同调 理论 和 monodromy 
群 理论 可 以 得 到 上 述 那 批 犹 里 赫 利 级 数 的 极点 性 状 . 更 一 般 地 ,他 
采用 Rankin 方法 和 Lefschetz RAJ monodromy 群 理论 证 明了 有 
限 域 上 高 维 代数 簇 的 歼 曼 猜想 的 模拟 . 于 是 他 完全 证 明了 高 维 韦 
依 猜 想 , 而 Ramanujan—Petersson 猜想 是 它 的 推论 . 


高 维 韦 依 猜想 是 韦 依 在 证 明了 一 维 情形 之 后 ,根据 高 维 代数 
艇 的 一 些 计算 例子 和 特征 零 的 复 流 形 几 何 学 与 代数 拓 朴 学 的 启发 
之 下 提出 的 . 25 年 以 后 德 林 的 证 明基 本 上 沿 着 韦 依 设计 的 路 线 ， 
使 用 了 Serre 和 Grothendieck 等 人 在 20 世纪 50 年 代 和 60 年 代 
建立 的 庞大 的 抽象 代数 几何 学 ,同时 吸取 了 复 几 何 与 模 形式 理论 
等 方面 的 新 结果 和 新 思想 .但 是 ,高 维 韦 依 猜 想 本 身 的 叙述 形式 是 
非常 初等 的 . 事实 上 ,这 个 猜想 还 可 以 叙述 成 更 加 初等 的 形式 . 设 
X 是 F, 上 4 维 非 奇异 射影 代数 徐 ,N, 表示 XX 在 Fo 上 射影 点 的 
个 数 . 1953 年 ,S. Lang 和 韦 依 证 明了 : 若 韦 依 猜想 成 立 , 则 对 每 个 
m1, BA 
IN ng" |SK am”, (3. 4) 
其 中 C 是 依赖 于 X 但 是 与 mm 无关 的 常数 , 反 过 来 也 可 以 证 明 :; 若 
(3. 4) 式 对 所 有 m1 成 立 , 则 也 可 以 推出 韦 依 猜想 对 X 成 立 ( 或 
者 更 确切 地 说 ,可 以 推出 韦 依 猜想 最 核心 部 分 , 即 黎 曼 猜想 的 模拟 
对 XX 成立). 对 于 一 维 情形 ( 即 X EF, 上 非 奇异 代数 曲线 ) ,我 们 
知道 由 韦 依 猜想 推出 | N,. — 9” |< 229" (m=1,2,35°) ,其 中 加 
是 曲线 X 的 亏 格 . 1979 年 ,Bombieri 只 使 用 歼 曼 - 洛 赫 定 理 ( 和 曲 
R BMD E OER T | Nng” |c"? mE), MA T A H 
一 维 韦 依 猜 想 一 一 个 非常 初等 的 证 明 ， 避免 了 韦 依 所 采用 的 复杂 代 
数 几 何 机 制 .但 是 对 高 维 情形 (4 宇 2) ,目前 还 没有 直接 证 明 (3. 4) 
* 205 « 


式 的 "初等 "方法 ,所 以 高 维 韦 依 猜想 至 今 没 有 找到 比较 初等 的 证 
明 方法 . | 

为 了 证 明 曲 线 上 的 猜想 , 韦 依 写 了 三 本 著作 . 这 些 工作 的 意义 
不 仅 在 于 证 明了 一 维 韦 依 猜想 ,而 更 重要 的 是 把 代数 几何 学 的 研 
究 推 进 到 一 个 新 的 时 代 . 正如 Serre 于 1999 年 应 法 国 科学 院 所 写 
的 介绍 韦 依 生平 事迹 的 文章 中 所 说 的 :“ 韦 依 写 的 三 百 页 著作 《4 代 © 
数 几 何 基 础 》 很 难 读 懂 ,而 在 20 年 后 这 本 书 被 Grothendieck ¥ E 
大 更 难民 的 《代数 几何 原理 》 所 代替 . ”在 德 林 之 前 ,人 们 对 于 
Grothendieck 等 人 发 展 的 抽象 代数 几何 执 有 不 同 的 看 法 ,不 少 人 
怀疑 这 套 庞 大 的 机 制 究竟 有 什么 用 途 . Grothendieck 本 人 在 1970 
年 以 后 也 “ 金 盆 洗 手 ”, 基 本 上 离开 了 数学 研究 职业 . 在 德 林 使 用 
Grothendieck 理论 证 明了 高 维 韦 依 猜 想 之 后 ,情形 发 生 了 剧 然 的 
变化 ,到 了 70 年 代 末 期 ,这 套 概 型 (Scheme) 语 言 和 上 同调 机 制 已 
经 被 许多 人 (特别 是 年 青 数 学 家 ) 所 熟悉 和 掌握 ,并 已 成 为 研究 现 
代 代 数 几 何 与 数论 (算术 几何 ) 的 通用 语言 和 基本 工具 . 


韦 依 猜想 (现在 可 以 叫 作 德 林 - 韦 依 定理 ) 是 有 限 域 上 非 奇异 
代数 簇 的 理论 . 人 们 猜想 它 和 整体 域 K 上 的 代数 徐 有 深刻 的 联 
系 . 以 天 =@ 为 例 , 设 X 为 定义 在 @ 上 的 非 奇 异 射影 代数 艇 ,不 妨 
设 定 义 六 的 代数 方程 组 的 系数 均 属 于 Z, 则 存在 由 有 限 个 素数 组 
成 的 集合 5, 使 得 对 S 之 外 的 每 个 素数 p,X 在 p 有 好 的 约 化 , 即 
该 方程 组 模 p RAAF, FASE RRB X,. 于 是 有 韦 依 


2d 二 1 
zeta PRAY Zx (U) = [PX mor ,其 中 4 为 X 的 维 数 . 现 
在 对 每 个 i(0 志 i<<d), 可 以 定义 整体 的 二 -函数 
LG@,X,s) = J [P:CX,,.q7) 7! 


(4 POS 时 无 穷 乘积 中 的 p- 因 子 采 用 另外 “合理 ”的 定义 方式 )， 
这 叫 作 和 的 第 i 个 Hasse-Weil 工 -函数 . 由 韦 依 猜想 可 知 这 个 无 穷 
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RRA EEF Z Ja 8 Bl kK FARR San “FE Res) > 1471/2 
Ay eo. AT ae 

(1) LG.X,s) a We rE ET EOF EY E ah ow, FH 
AA RRA HB LCG, X, s) Al LG, X,i+1—s)\RKARE. 

(2) LG,X,s) FEE Hi Re(s)< 4th thy aE AE ER 


ReCs) 一 -之 上 . 这 也 叫 作 广 义 黎 曼 猜想 

从 算术 几何 的 观点 ,Q 上 的 代数 簇 对 应 着 由 有 限 域 上 一 个 曲 
线 所 参数 化 的 一 批 代数 簇 , 而 Hasse-Weil LL- 函数 对 应 着 这 批 代数 
fe) l-adic 上 同调 给 出 的 各 种 l-adic 表示 的 L-AM. 所 以 Hasse- 
Weil ZL 函数 的 上 述 两 个 猜想 应 当 由 有 限 域 上 代数 艇 对 于 1-adic 
表示 的 亏 -函数 的 亚 纯 性 质 、 函 数 方程 和 广义 黎 曼 猜想 推导 出 来 . 
但 是 在 实际 上 ,目前 只 对 于 很 有 限 的 情形 证 明了 关于 Hasse-Weil 
L-ARK ERANA. 当 X 是 椭圆 曲线 时 ,猜想 (1) 就 是 著名 的 
F 出 - 志 村 - 韦 依 猜想 (TSW 猜想 ). 1956 年 ,Deuring 对 于 有 复 乘 
的 椭 贺 曲线 证 明了 TSW 猜想 . 在 费 马 猜想 的 刺激 下 , 怀 尔 斯 对 于 
半 稳 定 的 椭圆 曲线 证 明了 TSW 猜想 . 到 1999 年 ,TSW 猜想 已 被 
完全 解决 . 换 句 话说 ,猜想 (1) 对 于 QQ 上 所 有 椭圆 曲线 均 成 立 . 
1952 年 , 韦 依 对 于 由 对 角 型 方程 artare- +a, =0 定义 
的 超 曲面 证 明了 猜想 (1).1958 年 , 志 村 对 于 由 模 函 数 参 数 化 的 曲 
线 ( 以 及 一 批 重要 的 代数 簇 , 后 人 称 为 Shimura RB) iE TR 
(1) .关于 猜想 (2) 目 前 没有 任何 重要 的 结果 和 突破 . 

关于 有 限 域 上 高 维 代数 艇 的 德 林 - 韦 依 定理 在 数论 和 其 他 领 
域 有 许多 深刻 的 应 用 . 由 它 证 明了 Ramanujan-Petersson 猜想 ,是 
模 形 式 和 自 守 函数 理论 的 重要 进展 ,并且 在 1988 年 用 此 可 构 作 性 
能 良好 的 通信 网 络 (Ramanujan 图 , 见 § 5.4). 由 德 林 - 韦 依 定 理 的 
MERIN, 一 gj| 生 cg" 全 引 可 以 对 许多 类 型 的 指数 和 给 出 上 
界 最 好 的 估计 ,这 些 佑 计 不 仅 在 解析 数论 .代数 数论 和 模 形式 理论 
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中 有 重要 理论 应 用 ,而 且 在 通信 中 也 有 诸多 实际 应 用 . 

1973 年 德 林 证 明 高 维 韦 依 猜 想 是 特征 p( 有 限 域 上 ) 的 算术 
几何 的 巨大 进步 . 10 年 后 ,特征 零 ( 整 体 域 上 ) 的 算术 几何 又 得 到 
重大 的 突破 ,这 就 是 法 廷 斯 于 1983 年 证 明了 莫 代 尔 猜 想 . 
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$4.5 法 廷 斯 证 明 莫 代 尔 猜想 (1983 年 ) 


葛 代 尔 (Mordeli) 猜 想 是 说 :有 理 数 域 Q 上 定义 的 任何 亏 格 之 
2 的 不 可 约 代数 曲线 均 只 有 有 限 个 有 理 点 . 

韦 依 常常 对 于 人 们 把 一 些 数学 问题 称 之 为 “猜想 ”提出 非议 . 
他 说 : 如果 没有 经 过 努力 得 到 大 量 例子 来 支持 的 一 个 推断 ,或 者 
对 这 个 推断 没有 基于 理性 思考 的 直觉 ,这 种 推断 只 能 是 一 个 数学 
问题 ,不 能 称 之 为 猜想 . ”他 还 特别 以 莫 代 尔 猜想 为 例 ,说 它 只 
个 数学 问题 ,对 它 成 立 或 不 成 立 均 缺乏 足够 的 依据 . 英 代 尔 于 
1922 年 提出 这 个 猜想 时 ,确实 没有 太 多 的 例子 支持 这 个 猜想 ,又 
没有 任何 反例 . 其 中 一 个 例子 是 费 马 曲线 X" 十 Y*=1. 这 个 曲线 的 


Si SRO AM wn 之 4 时, 亏 格 之 3. 库 默 尔 证 明了 当 


315100 时 ,方程 x* 十 y" 二 xz” 不 存在 整数 解 使 得 xyz SO. 由 此 
可 知 当 ”之 3 时 费 马 曲线 X +Y =1 只 有 有 理 数 解 (X,Y)=( 土 1， 
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0),(0, 十 1)( 当 为 偶数 时 ),(1,0) 和 (0,1)( 当 为 奇数 时 ), 即 黄 
代 尔 猜想 对 于 费 马 曲线 XX" 十 产 二 1(4 世 mn 声 100) 是 对 的 . 反 过 来 
说 ,如 果 莫 代 尔 猜想 成 立 , 那 么 当 nn 之 4 时 方程 X’+Y"=1 只 有 有 


限 多 有 理 数 解 (X， 7)=| 4， “|， 其 中 a,b,c EZ. RHR Ca, bc) 


二 1, 这 就 推出 当 n 宇 4 f, WB y 只 有 有 限 多 个 本 原 整 数 
解 (x,y,z)= 二 (a,b,c)( 本 原 是 指 a,b,c 均 为 非 零 整数 并 且 没 有 大 
于 1 的 公 因 子 ). 虽然 这 与 费 马 猜想 还 有 很 大 的 距离 ( 费 马 猜想 是 
说 x 十 y= 二 zx”"(n 之 3) 根 本 没有 本 原 整 数 解 ), 但 它 是 对 所 有 n4 
的 一 个 论断 , 仍 可 看 成 是 费 马 猜想 的 一 个 重要 的 进步 . 当然 , 费 马 
曲线 只 是 莫 代 尔 猜想 的 一 个 小 小 的 例子 . 在 猜想 提出 60 年 之 后 ， 
对 每 个 非 零 整数 xcEZ, 人 们 都 不 知道 亏 格 为 2 的 方程 只 一 xs 十 < 
是 否 只 有 有 限 多 个 有 理 数 解 . | 

尽管 如 此 ,在 整整 60 年 之 后 ,当时 28 岁 的 德国 年 青 人 法 廷 斯 
(Gerd Faltings) F 1983 年 证 明了 莫 代 尔 猜 想 ， 事实 上 ,法 廷 斯 证 
明了 更 为 一 般 的 结果 :对 每 个 代数 数 域 人 ,定义 于 天 上 的 亏 格 之 2》 
代数 曲线 均 只 有 有 限 多 个 天 -点 . (对 于 为 任意 函数 域 的 情形 ， 
类 似 的 猜想 由 Manin 和 Grauert F 1963 和 1965 年 分 别 给 出 独立 
的 证 明 . ) 而 且 法 廷 斯 同时 证 明了 算术 几何 中 三 个 重要 的 猜想 ; 除 
了 英 代 尔 猜想 之 外 ,他 还 证 明了 Tate 猜想 和 Shafarevich 猜想 . 我 
们 在 本 节 简 要 地 描述 一 下 这 三 个 猜想 之 间 的 联系 以 及 法 廷 斯 证 明 
的 基本 方法 和 思路 . 

(—) Shafarevich 于 1962 年 提出 的 猜想 为 :对 于 固定 的 gs fl 
定 的 代数 数 域 OK 和 有 限 个 天 -位 ( 即 天 的 素 除 子 ) 组 成 的 集合 S, 

只 有 有 限 多 个 定义 于 K 上 的 亏 格 g 代数 曲线 ( 同 构 类 )， 使 得 这 些 

曲线 在 S 之 外 的 每 个 天 -位 上 均 有 好 约 化 . 

1968 年 , Parshin 对 于 函数 域 情形 证 明了 Shafareviah 猜想 . 
他 同时 指出 ,对 于 数 域 的 情形 ,由 Shafarevich 猜想 可 推出 莫 代 和 尔 
猜想 . 其 推理 过 程 为 :假设 C 是 亏 格 g> KERR, PHC 
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一 个 天 -点 ,C 在 3S 之 外 的 天 -位 上 均 有 好 的 约 化 . 则 存在 天 HE 
个 有 限 扩 域 K' 和 定义 于 KK' 上 的 一 条 曲线 C' ,使 得 C 在 3S 以 外 的 
K'- 位 上 均 有 好 的 约 化 ,并 且 存 在 有 理 映 射 C' 一 C, 此 映射 内 在 点 
P 处 分 歧 , 而 且 K',S' 和 KK' 的 亏 格 g 只 依赖 于 天 ,S 和 g, 而 与 点 
P 无 关 . Shafarevich 猜想 告诉 我 们 :这 样 的 曲线 C' 只 有 有 限 多 个 
同 构 类 . 如 果 C 上 有 无 穷 多 个 天 -点 Pr 一 1,2,…), 则 在 如 上 得 
到 的 曲线 C',(r 二 1,2,…) 当 中 必 有 无 穷 多 条 同 构 于 一 个 公共 曲线 
C ,于 是 从 C 到 C 存在 无 穷 多 个 不 同 的 有 理 上 映射 .但 是 经 典 黎 曼 
曲面 理论 告诉 我 们 这 是 不 可 能 的 ,从 亏 格 宇 2 的 一 个 黎 曼 面 到 另 
一 个 亏 格 之 2 的 歼 曼 面 的 有 理 映射 只 有 有 限 多 个 . 由 此 矛盾 可 知 ， 
C 上 的 天 -点 只 有 有 限 多 个 .从 而 由 Shafarevich 猜想 推出 莫 代 尔 
猜想 . 

(二 ) 上 面 的 Shafarevich 猜想 叫 作 关于 曲线 的 Shafarevich 
猜想 .法 廷 斯 并 不 是 直接 证 明 这 个 猜想 ,而 是 由 Shafarevich 另 一 
个 猜想 推出 它 来 . 这 另 一 个 猜想 是 说 :对 于 给 定 的 g 和 数 域 K 以 
及 天 -位 的 一 个 有 限 集合 $ ,定义 在 天 EKR g 维 主 极 化 阿 贝 尔 簇 只 
有 有 限 多 个 在 9 之 外 均 有 好 的 约 化 . 这 叫 作 关 于 阿 贝 尔 艇 的 Sha- 
farevich 猜想 . 

”一 个 阿 贝 尔 馈 即 是 紧 的 连通 代数 秘 V, 并 且 具 有 有 理 映射 V 
X V—>V ,使 得 V 对 于 这 个 映射 是 阿 贝尔 群 . 典型 的 复 阿 贝尔 秘 为 
C/L AF LEC 的 一 个 格 .一 维 阿 贝 尔 簇 C/L 就 是 椭圆 曲线 . 
对 于 每 个 定义 于 数 域 上 的 曲线 C, 它 的 全 部 复数 点 形成 亏 格 g 的 
桶 黎 曼 面 . 其 上 的 全 纯 微 分 1- 形 式 全 体 构 成 g 维 复 向 量 空间 V， 


对 于 黎 曼 面 上 每 条 路 p, 积 分 元 素 | 属于 V 的 对 偶 空 间 VV" (和 二 


C*). 当 p 是 闭路 时 ,所 有 | wm V* 的 一 个 格 . 阿 贝 尔 簇 J=V*/L 

叫 作 是 曲线 C 的 雅 柯 比 ,可 以 用 纯 代 数 方法 构 作 曲线 C 的 雅 柯 比 

J FHJ 也 可 定义 在 数 域 玉 上 .根据 阿 贝 尔 簇 的 一 个 结果 

(Torelli 定理 ) ,J 和 它 的 极 化 可 以 完全 决定 曲线 C. 这 表明 由 关于 
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Bay Ul 7 EA Shafarevich 猜想 可 以 推出 关于 曲线 的 Shafarevich 猜 
想 ,再 由 (一 ) 中 所 述 又 可 推出 莫 代 尔 猜 想 . 所 以 法 廷 斯 的 工作 实质 
上 是 证 明 关 于 阿 贝 尔 簇 的 Shafarevich 猜想 . 

(=) 现在 谈 Tate 猜想 . 对 于 复 阿 贝尔 艇 4=C?/ 工 , 它 的 子 群 


A[n]= {a€ Alna=0} 同 构 于 加 法 群 二 L/L 衬 (Z/n2)*. ui A 


定义 在 数 域 开 上 ,将 Aln PRA RAIS 天 中 ,形成 天 
的 一 个 扩 域 KO, KO E K BRAHA K ATR. WF ER G= 
Gal(K“/K ERMETE A[nj 上 ,给 出 G 在 GL. (Z/nZ) EB 
华表 示 . 现在 取 素 数 /, 则 有 自然 满 同 态 ALH JAL], a la. 
FEARR TA) = lm4L] ,这 叫 作 阿 贝尔 艇 4 的 Tate 模 . 
由 极限 过 程 知 T,(4) 群 同 构 于 lm (2/02) = Zi, FEZ, 是 
ladic 整数 环 . 群 G 通过 取 极 限 作 用 在 7T,(4) 上 ,从 而 给 出 G 在 
GLze(2Z1) 中 的 l-adic 表示 . 进而 , 若 妃 是 定义 在 天 上 的 另 一 个 阿 
贝尔 簇 , 则 所 有 从 4 到 瑟 的 群 同 态 形成 加 法 群 Hom (A,B). m5 
G 作用 可 交换 的 从 T,(4) 到 T1(8) 的 群 同 态 形 成 群 Homc (T,(4)， 
T,(B)). Tate 猜想 是 说 : . 

(1) G 到 T,(4) 上 的 1-adic 表示 G>GL., (2) 是 半 单 的 . 

(2) 有 和 群 同 构 Hom (4,B)@Z, 宇 Homc(T,(4),T,(B)). 

每 个 同 态 gp: A> B 自然 诱导 出 Tate 模 之 间 的 一 个 同 态 TO: 
T1(4) 一 TT1(B). 而 猜想 (2) 本 质 上 相当 于 说 :pq 由 Ti(y) 所 决定 , 即 
阿 贝 尔 艇 之 间 的 同 态 由 它 在 Tate 模 上 的 作用 所 决定 ,并 且 T,(A4) 
到 T,(B) 的 每 个 G- 同 态 都 是 由 某 个 pg: A 一 B 诱导 出 来 的 . 

法 廷 斯 首先 证 明了 Tate 猜想 ,然后 由 Tate 猜想 再 推出 关于 
阿 贝尔 徐 的 Shafarevich 猜想 ,由 上 所 述 ,这 也 就 证 明了 关于 曲线 
的 Shafarevich 狂想 和 葛 代 尔 猜 想 . 

法 廷 斯 证 明 Tate 猜想 和 关于 阿 贝 尔 艇 的 Shafarevich 猜想 的 
方法 本 质 上 是 费 马 于 三 百年 前 发 明 的 无 穷 下 降 法 . 费 马 在 证 明 方 
程 x 十 y' 二 z* 没有 正 整 数 解 时 ,他 假定 (x,y,z) = 二 (a,65,c) 是 一 组 
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正 整数 解 , 由 此 又 导出 男 一 组 正 整数 解 (x,y,z) 二 (a' ,2 6c’) (ER 
“<c. 但 是 正 整 数 不 能 无 穷 下 降 , 由 此 导出 矛盾 . 这 个 证 明 本 质 上 
利用 了 正 整数 的 大 小 概念 ,并 且 对 每 个 正 实 数 c, 不 超过 < HES 
数 只 有 有 限 多 个 .为 了 证 明 关 于 阿 贝 尔 簇 的 Shafarevich 猜想 , 即 
定义 在 数 域 K 上 的 ge 维 主 极 化 阿 贝尔 簇 只 有 有 限 多 个 ,使 得 它们 
在 S 之 外 的 每 个 天 -位 上 都 有 好 的 约 化 ,法 廷 斯 对 每 个 这 样 的 阿 贝 
RIR 4 定义 一 个 衡量 大 小 的 量 AC4), 叫 作 A 的 高 度 . 这 个 高 度 的 
定义 比较 复杂 ,但 是 它 可 以 转化 成 另 一 个 比较 容易 叙述 的 高 度 概 
念 . Siegel 把 天上 的 所 有 g 维 主 极 化 阿 贝 尔 徐 作成 一 个 新 的 射影 
代数 簇 n, , 叫 作 参量 空间 (moduli space). 也 就 是 说 , 玉 上 的 每 个 g 
维 主 极 化 阿 贝 尔 艇 4 是 ns 中 的 一 个 点 x. 由 于 ns 是 射影 代数 簇 ， 
ERA K 上 的 某 个 射影 空间 P"(K) 中 .我 们 可 以 在 射影 空间 中 
定义 一 个 高 度 概念 . K=O 为 例 ,n 维 射影 空间 P"(Q) 的 每 个 点 
可 以 惟一 表示 成 L= (Los Tist y La) s 其 中 Tos Zis ”省 是 不 全 为 
零 的 整数 并 且 没 有 大 于 1 的 公 因子 . Ac 的 高 度 定 义 为 h(x)= 
max {log lz; |}. 不 难看 出 ,对 于 每 个 正 实数 c, 疡 (CO) 中 满足 Ams 


c 的 射影 点 x 只 有 有 限 多 个 . 对 于 一 般 的 代数 数 域 玉 , 射 影 空间 
P(KK) 中 点 蔗 的 高 度 h(z) 也 可 以 定义 ,并 且 有 同样 的 性 质 ; 高 度 
有 界 的 点 只 有 有 限 多 个 . 如 果 阿 贝尔 和 能 4 对 应 于 点 zx, 则 法 廷 斯 证 
明 两 个 高 度 h(4) 和 h(x) 本 质 上 是 一 回 事 . 

现在 ,K 上 每 个 g 维 主 极 化 阿 贝 尔 艇 4 对 应 参量 空间 n, 的 
一 个 点 ,从 而 对 应 射影 空间 P(K) 中 一 个 点 .而 其 中 在 S$S 外 的 天 - 
位 均 有 好 约 化 的 阿 贝 尔 簇 形成 n 的 一 个 子 集合 w。, 它 也 是 射影 
空间 P"(K) 中 的 一 个 子 集合 . 利用 Tate 猜想 可 以 证 明 P"(K) 中 子 
Ren 所 有 点 的 高 度 是 有 界 的 (证 明 中 还 使 用 了 表示 论 等 一 系 
列 结 果 , 甚 至 还 利用 了 上 节 讲 述 的 德 林 - 韦 依 定理 ), 所 有 n', BA 
限 集合 ,从 而 只 有 有 限 多 个 阿 贝 尔 簇 在 S 之 外 的 天 -位 均 有 好 的 
约 化 ,这 就 由 Tate 猜想 证 明了 关于 阿 贝 尔 簇 的 Shafarevich 猜想 . 

法 廷 斯 证 明 Tate 猜想 也 是 使 用 了 上 述 的 “有 界 高 度 原 则 ”, 并 
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且 在 技术 细节 中 也 使 用 了 Zarhin 等 人 的 其 他 重要 结果 . 


以 上 我 们 简要 地 介绍 了 法 廷 斯 证 明 包 括 莫 代 尔 猜想 在 内 的 三 
个 重要 猜想 的 证 明 思 想 和 程序 . 从 介绍 中 我 们 看 到 ,法 廷 斯 使 用 了 
前 苏联 代数 几何 学 派 (Shafarevich ,Parshin ,Zarhin ,Manin ) 等 人 
的 工作 和 美国 哈佛 代数 几何 学 派 (Tate 等 人 ) 的 工作 .事实 上 ,这 
两 个 学 派 长 时 期 所 从 事 的 研究 都 把 证 明 莫 代 尔 猜想 作为 重要 目标 
之 一 .正如 哈佛 学 派 另 一 位 重要 成 员 B. Mazur 所 作 的 评论 :“ 法 廷 
斯 所 作 的 事情 ,就 是 他 意识 到 把 这 两 方面 代数 几何 成 果 合 在 一 起 
就 可 以 证 明 莫 代 尔 猜想 ,而 我 们 每 个 人 都 没有 看 出 这 一 点 .?” 

法 廷 斯 的 这 项 工作 获得 1986 年 Fields 奖 . 这 项 工作 把 数论 和 
算术 几何 的 研究 推进 到 一 个 新 的 时 期 . 它 不 但 继 德 林 之 后 再 一 次 
显示 出 Grothendieck 代数 几何 的 威力 ,而 且 使 人 们 意识 到 ,对 于 
整体 域 上 的 许多 重要 的 数论 问题 ,不 仅 需 要 利用 局 部 域 工 具 ,p- 
adic 工具 和 表示 理论 ,而 且 还 需要 复 微分 几何 . 这 就 引起 许多 优秀 
的 微分 几何 学 家 对 数论 的 兴趣 . 

以 费 马 猜想 为 例 . 我 们 在 前 面 说 过 ,由 莫 代 尔 猜 想 ( 现 在 可 以 
叫 作 法 廷 斯 定理 ) 可 以 推出 ,对 每 个 * 之 3 ,方程 "t+ y'=2" 只 有 有 
限 多 个 本 原 整 数 解 .虽然 这 离 完全 证 明 费 马 猜 想 还 有 相当 的 距离 ， 
但 是 这 重新 激发 起 人 们 研究 费 马 猜想 的 兴趣 . 自从 1847 年 库 默 尔 
关于 费 马 猜想 的 工作 之 后 ,关于 费 马 猜想 的 研究 主要 有 两 个 方面 . 
一 个 方面 是 给 出 的 各 种 充分 性 条 件 , 使 得 方程 rty sr 没有 
正 整 数 解 .但 是 在 1983 年 以 前 ,人 们 都 不 能 证 明 存 在 无 限 多 个 素 
数 p ER rty Sz 没有 正 整 数 解 . 第 二 个 方面 是 利用 这 些 充分 
性 条 件 再 加 上 计算 机 计算 ,例如 在 1977 年 证 明了 当 p<125000 时 
ZX“ 十 二 zx* 没有 正 整 数 解 ,但 是 这 对 完全 解决 费 马 猜想 没有 任何 
局 示 . 概括 地 说 ,在 库 默 尔 之 后 的 一 百 多 年 里 ,尽管 有 许多 关于 费 
马 猜想 的 结果 ,但 是 在 思想 和 方法 上 没有 本 质 性 突破 . 人 们 对 完全 
解决 费 马 猜想 看 不 出 任何 希望 ,以 致 于 有 不 少 著名 数学 家 认为 解 

* 214° 


决 费 马 猜想 是 21 世纪 的 事情 . 在 法 廷 斯 工作 之 后 ,人 们 感到 采用 
几何 方法 有 可 能 使 费 马 猜想 取得 重大 罕 破 .到 了 20 世纪 80 年 代 
后 期 对 于 通 往 费 马 猜想 的 途径 人 们 设计 出 许多 方案 ,其 中 最 主要 
的 有 以 下 三 个 : 

(1) 利用 算术 曲面 的 博 戈 莫 洛 夫 - 米 亚 奥 卡 -于 成 桐 不 等 式 . 
由 这 个 不 等 式 可 推出 对 于 充分 大 的 素数 p, 方 程 rtty =r 没有 
正 整 数 解 .但 是 上 述 不 等 式 至 今 未 被 证 明 . 

(2) 利用 曲线 上 关于 整 点 高 度 理论 的 Vojta 猜想 . 由 它 可 推 
出 对 充分 大 的 正 整 数 n, JE rty =z 没有 正 整 数 解 .但 是 
Vojta 猜 想 至 今 也 未 被 证 明 . 

(3) 信 现 自 李 国 则 各 的 谷山 - 志 村 -市 依 短 想 可 以 推出 整个 费 
马 猜 想 的 正确 性 . 

这 三 条 路 线 都 属于 算术 几何 .几何 学 家 们 热衷 于 前 两 条 路 线 ， 
第 三 条 路 线 更 偏重 于 数论 ,并 且 多 数学 者 认为 要 证 明 谷 山 - 志 村 - 
韦 依 猜想 是 非常 困难 的 . 后 来 的 历史 表明 , 怀 尔 斯 从 1986 FER 
默 无 闻 地 埋头 若干 了 八 年 ,终于 走 通 了 第 三 条 路 线 , 于 1994 年 证 
明了 费 马 猜想 . 
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§ 4.6 怀 尔 斯 证 明 费 马 猜 想 (1994 年 ) 


德国 黑 森 林 州 中 部 有 一 个 景色 宜人 的 幽静 小 镇 ,名 叫 Ober- 
walfach. 多 年 来 ,这 里 成 为 世界 各 地 数学 家 的 “旅游 区 ” 每 年 举行 
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几 十 个 为 期 一 周 的 数学 高 级 研讨 会 ,由 数学 各 领域 的 世界 顶尖 高 
手 主 持 , 研 讨 热门 的 数学 问题 ,交流 数学 成 果 和 思想 . 这 里 没有 卡 
拉 OK ,私人 房间 里 没有 电视 机 ,有 的 是 黑板 图书、 计算 机 房 和 供 
数学 家 们 交谈 的 嘟 罪 室 . 星期 六 ,参加 上 一 个 会 议 的 数学 家 们 满载 
而 归 , 而 第 二 天 ,下 一 个 会 议 的 参加 者 前 来 报到 . 

1984 年 秋 , 一 群 优秀 的 数论 学 家 在 这 里 聚会 ,研究 和 讨论 关 
于 椭圆 曲线 的 各 种 突破 性 工作 . 其 中 一 位 演说 者 德国 数论 学 
家 弗 雷 (Gerhard Frey) 的 报告 使 所 有 听众 振奋 和 惊喜 . 众所周知 ， 
如 果 对 每 个 奇 素数 如 ,方程 z* 十 y* =z 均 没 有 整数 解 使 得 xyz 关 
0, 那 末 整 个 费 马 猜想 便 被 证 明了 . 弗 雷 说 ,假如 此 方程 有 一 组 整数 
解 (z,y,z) 王 (cc),apbc 天 0, 然 后 他 在 黑板 上 写 出 一 条 槛 圆 曲线 

y =2rl(r—a’)(x+6") 

(这 条 曲线 后 来 便 称 为 弗 雷 曲线 )， 然 后 他 推导 出 这 条 曲线 有 一 系 
列 奇特 的 性 质 ， 最 后 导致 这 条 曲线 不 满足 谷山 一 志 村 一 韦 依 猜想 
(TSW 猜想 )! 也 就 是 说 , 若 费 马 猜想 不 成 立 , 则 关于 椭圆 曲线 著 
名 的 TSW 猜想 也 不 能 成 立 ， 即 由 TSW 猜想 可 推出 赐 马 猜想 ! 

除了 弗 雷 本 人 人， 几乎 在 场 的 所 有 听众 都 发 现 讲演 中 有 一 个 明 
显 的 逻辑 错误 ， 但 这 并 没有 减弱 人 们 的 兴趣 ， 每 个 人 都 希望 自己 
是 第 一 个 能 够 补救 这 个 缺 欠 的 人 . 几 个 月 过 去 了 ， 电 子 邮 件 上 没 
有 传 出 这 个 缺 欠 被 弥补 的 任何 消息 ， 人 们 开始 意识 到 这 件 事 不 像 
看 上 去 的 那么 容易 . 一 直到 1986 年 夏天 ,世界 数学 家 大 会 在 美国 
加 州 大 学 伯克利 分 校 举行 ， 弗 雷 讲演 的 两 位 听众 一 伯克利 的 里 贝 
特 (K. Ribet) 和 哈佛 大 学 的 梅 祖 尔 (B. Mazur) EEEE E g 
天 ， 里 贝 特 向 梅 祖 尔 讲解 他 在 近 两 年 来 试图 完善 弗 雷 讲演 所 采取 
的 策略 和 遇 到 的 困难 . 突然 ， 梅 祖 尔 说 ;“ 难 道 你 还 不 明白 ?你 已 
经 完成 了 它 ! 你 还 需要 做 的 只 是 加 上 一 些 M- 结 构 , 然后 再 做 一 遍 
你 的 论证 就 行 了 . ”事后 里 贝 特 回 忆 说 :“ 我 怎么 会 不 明白 这 一 点 ， 
我 完全 惊 呆 了 了 , 因为 我 从 未 想到 添加 额外 的 M- 结 构 , 听 上 去 如 此 
简单 . ”“ 我 高 兴 得 像 上 了 天 似 地 回 到 住所 .…… . 我 完全 被 迷 住 了 ， 
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我 坐 下 来 ， 开始 在 笔记 本 上 飞速 地 写 起 来 ， 大 约 两 个 小 时 后 ， 我 
已 经 写 完 了 一 切 .…… 国际 数学 家 大 会 当然 有 成 千 的 数学 家 参加 ， 
我 有 点 随便 地 对 几 个 人 提 到 我 已 经 证 明了 由 TSW 猜想 可 推出 费 
OR. 这 消息 象 野火 般 传 了 开 来 …… 
TSW 猜想 的 通常 形式 是 说 : 8 上 每 条 椭圆 曲线 的 二 -函数 都 
是 某 个 权 2Hecke 模 形式 的 二- 函数 .我 们 已 经 知道 这 是 朗 兰 效 纲 
领 的 一 个 源头 , 所 以 和 和 群 Gal (QO*/Q) 的 伽 罗 华表 示 有 密切 联系 . 
RAKE, O 上 的 每 条 椭圆 曲线 E 的 全 部 复 点 EC(C) 解 析 同 构 于 
C/L, 其 中 L=w,Z@w,Z FEC 中 一 个 秩 2 的 格 ， LAE Lp" | 表示 
ECF pP 阶 元 素 全 体 ， ERR FALLS (2Z/p"Z)” SEP p Æ 
(ERR). 4 n>—okf, RNA EC pF 
T(p)=T(E, p)={a€ E(C) | FE n> (HB p" ]a=0} 
[a] #4) Flim (Z/ p"Z) =Z; (EP Z, Æ Q, 的 p-adic 整数 环 ). T (p) 
叫 作 瑟 的 Tate 模 . # G=Gal (0/0) 在 TC(p) 上 的 自然 作用 给 
出 G 到 GL;(2Z,) 上 的 一 个 佑 罗 华 表示 p,.。 模 p 之 后 还 得 到 G 在 
GLF OEBE BRA p 假如 TSW 猜想 成 立 , 那么 这 些 表示 
应 当 是 由 模 形 式 构 作 的 自 守 表示 . 人 们 已 经 知道 这 些 自 守 表示 
(对 每 个 素数 p) 有 许多 特殊 的 性 质 , 具有 这 些 特殊 性 质 的 表示 叫 
作 模 表示 . 1987 Œ, Serre 曾 提 出 一 个 猜想 ，Serre 猜想 的 一 部 分 
是 说 : HEARR F, Gal (0/0 在 GL;(F) 上 的 每 个 绝对 不 
可 约 守 表示 都 是 模 表示 . 而 弗 雷 的 讲演 的 要 旨 是 说 ， 如 果 x? 十 y? 
= 2? AE BR Cr y0z) =(A,B,C), ABC 兰 0, 则 他 都 条 椭圆 曲线 
¥?=X(X—A’)(X+B") 444 Gal (O° /O) HNP HBA 5 不 是 
模 表 示 . 如 果 TSW 猜想 成 立 , 则 o 应 是 自 守 表示 . VF Serre 猜 
想 成 立 ， 则 p 应 是 模 表 示 ， 这 就 导出 矛盾 .所 以 弗 雷 演讲 真正 证 


明 的 , 是 由 TSW 猜想 (椭圆 曲线 和 模 形式 的 联系 ) 加 上 Serre 猜 


想 〈 伽 罗 华 表示 为 模 表示 ) 推出 了 费 马 猜想 .当然 ， 这 是 里 贝 特 ” 
在 弗 雷 讲演 之 后 才 和 弄 清 楚 的 . .里 贝 特 所 作 的 事情 是 证 明了 Serre 
* 219° 


猜想 , 于 是 完全 确认 了 费 雷 的 论断 : 由 TSW 猜想 便 可 推出 费 马 猜 
fl. 上述 框架 也 使 我 们 能 够 理解 ，1993 年 怀 尔 斯 第 一 次 公开 宣布 
他 证 明 费 马 猜想 时 ， 他 的 讲演 标题 是 “ 模 形式 ， 椭 加 曲线 和 人 稀 罗 
华表 示 ” 他 只 字 不 提 费 马 猜 想 ， 他 讲演 的 最 后 一 句 话 是 :“ 这 样 ， 
我 就 对 所 有 半 稳 定 (semistabe) 的 椭圆 曲线 证 明了 TSW 猜想 . ”在 
场 的 所 有 专家 们 那 时 都 已 知道 ， 弗 雷 曲线 是 半 稳 定 的 ， 所 以 这 就 
证 明了 费 马 猜 想 . | 
这 样 , 由 于 里 员 特 的 工作 人 们 已 经 确信 : 由 TSW 猜想 可 推出 
费 马 猜想 ， 甚 至 只 要 证 明 对 弗 雷 曲线 证 明 TSW 猜想 成 立 就 可 以 
T. 但 是 这 个 事情 是 艰巨 的 , 甚至 连 里 贝 特 也 持 翡 观 的 态度 :“ 绝 
大 多 数 人 相信 谷山 一 韦 依 猜想 是 完全 无 法 接近 的 ， 我 是 其 中 的 一 
个 .我 没有 真 的 费 神 去 试图 证 明 它 ， 我 甚至 没有 想到 过 要 去 试 一 
F. 怀 尔 斯 大 概 是 地 球 上 敢 大 胆 梦 想 可 以 实际 上 证 明 这 个 猜想 的 
极 少数 几 个 人 之 一 . ”( 里 贝 特 和 一 些 其 他 数学 家 在 讲演 和 文章 中 
常常 在 叙述 TSW 猜想 时 忽略 志 村 的 名 字 . 在 受到 “抗议 ”之 后 ， 
里 贝 特 公开 表示 要 在 他 介绍 怀 尔 斯 工作 的 文章 中 补 上 志 村 的 名 
F.) 
怀 尔 斯 是 在 1986 年 夏 末 (伯克利 世界 数学 家 大 会 开 后 不 久 ) 
在 一 个 朋友 家 里 饮 冰 茶 时 得 知 里 贝 特 的 工作 的 “我 感到 极 大 的 震 
动 ， 我 记得 那个 时 刻 ， 那 个 改变 我 生命 历程 的 时 刻 ， 因 为 这 意味 
着 为 了 证 明 费 马 大 定理 ， 我 必须 做 的 一 切 就 是 证 明 谷 山 一 志 村 猜 
想 . 它 意味 着 我 童年 的 梦想 现在 成 了 体面 的 值得 去 做 的 事 . RE 
得 我 决 不 能 让 它 溜 走 ， 我 十 分 清楚 我 应 该 回 家 去 研究 谷山 一 志 村 
猜想 . ” 
怀 尔 斯 (Andre Wiles) F 1953 Æ 6 H 23 日 生 于 英国 剑桥 ， 
1974 年 在 剑桥 大 学 莫 尔 顿 学 院 毕 业 ,1977 年 在 克莱尔 学 院 获 博士 
学 位 . 1977 年 1980 年 , 在 美国 哈佛 大 学 任 助理 教授 , 1981 年 在 
普林斯顿 高 等 研究 院 任 研究 员 ，1982 年 任 普林斯顿 大 学 教授 ， 
1984 年 任 普林斯顿 大 学 欧 仁 。 希 金 斯 讲座 教授 . 在 他 十 几 岁 的 时 
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候 ， 从 一 位 中 学 老师 给 他 的 数论 书 中 知道 了 费 马 猜想 ， 并 花 了 一 
年 的 时 间 充 满 热情 地 研究 它 . 开始 时 他 怀 着 一 种 单纯 而 有 抱负 的 
自信 : 20 世纪 的 中 学 生 所 懂得 的 数学 和 17 世纪 的 天 才 费 马 一 样 
多 ， 或 许 由 于 他 的 天 真 会 使 他 碰巧 找到 一 个 世故 的 学 者 未 曾 注 意 
到 的 证 明 ， 这 就 是 他 “童年 的 梦想 ”一 年 后 的 失败 使 他 改变 了 策 
略 ， 决 定 要 认真 研究 前 人 的 方法 ， 从 更 高 明 数 学 家 的 错误 中 学 到 
一 些 有 用 的 东西 ,“ 设 法 理解 前 人 的 工作 ” 

”到 1986 年 再 次 唤起 他 童年 的 梦想 时 , 怀 尔 斯 已 从 一 个 天 真 的 
中 学 生成 为 一 个 成 熟 而 杰出 的 年 青 数学 家 ,我 们 在 前 面 已 经 提 到 ， 
他 和 他 的 老师 J. Coates, 在 1977 4E Xt 4 m dH 2 AS BSD 猜想 做 
了 突破 性 的 工作 ， 他 与 梅 祖 尔 于 1984 年 证 明了 O 上 的 岩 泽 主 猜 
想 , 他 在 1978 年 对 于 高 次 互 反 律 做 了 出 色 的 工作 . 这 些 工作 使 他 
馈 国 际 数学 界 公认 为 在 数论 特别 是 椭圆 曲线 和 模 形式 方面 为 数 不 
多 的 年 轻 学 者 之 一 . 他 这 时 的 自信 已 建立 在 坚实 的 研究 基础 之 上 . 
他 又 深 知 ， 要 证 明 TSW 猜想 是 非常 艰巨 的 任务 ， 但 他 已 下 定 决 
心 .“ 当 然 , 已 经 很 多 年 了 , 谷 出 一 志 村 猜想 一 直 没 有 解决 . 没有 
人 对 怎样 处 理 它 有 任何 想法 ， 但 至 少 它 属于 数学 的 主流 ，…… 我 
不 认为 我 在 浪费 自己 的 时 间 . 这 样 ， 吸 引 了 我 一 生 的 费 马 传奇 故 
事 现 在 和 一 个 专业 上 有 用 的 问题 结合 起 来 了 . ” 

怀 尔 斯 放弃 了 所 有 与 证 明 TSW 猜想 无 直接 关系 的 研究 工 
作 ， 不 再 参加 学 术 会 议和 报告 会 . 除了 在 普林斯顿 教书 ， 指 导 研 
究 生 和 参加 必要 的 讨论 班 之 外 ， 回 避 一 切 分 心 的 事情 ， 回 家 躲 进 
他 顶楼 的 书房 ， 开始 他 面壁 七 年 的 艰苦 历程 .这 期 间 他 取得 了 一 
些 突破 ， 但 在 未 完成 证 明之 前 ， 他 不 与 任何 人 讨论 ， 也 不 发 表 任 
何 部 分 结果 .为 了 不 引起 人 们 的 怀疑 ， 他 每 隔 6 个 月 发 表 一 篇 小 
论文 . 这 样 做 并 不 是 想 增加 文章 的 篇 数 ， 而 是 让 同事 相信 他 仍 在 
继续 他 平常 的 研究 ， 掩 人 耳目 . 结果 ， 在 这 七 年 中 间 ， 甚 至 关系 
密切 的 同事 也 没 留意 到 他 的 潜心 所 至 . 他 的 老师 Coates Xt th Æ 
不 知情 :“ 我 记得 在 许多 场合 对 他 讲 , 与 费 马 猜 想 的 这 种 联系 非常 
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好 ， 但 要 证 明 谷 山 一 志 村 猜想 仍然 是 毫 无 希望 的 、 他 当时 只 是 对 
我 笑 笑 . ”里 贝 特 也 同样 不 知 怀 尔 斯 暗中 进行 的 工作 . “这 大 概 是 
我 知道 的 仅 有 的 例子 ， 一 个 人 进行 了 这 么 长 时 间 的 研究 而 不 公开 
他 在 做 什么 ， 也 不 谈论 他 正在 取得 的 进展 ， 在 我 的 经 历 中 ， 这 是 
前 所 未 闻 的 …… 在 我 们 这 个 团体 中 ， 人 们 总 是 分 享 他 们 的 想法 . 
serere 如 果 你 把 自己 与 此 隔绝 起 来 ， 那 么 从 心理 学 观点 来 看 你 是 在 
做 非常 古怪 的 事情 . ”但 是 怀 尔 斯 有 自己 的 解释 :“ 我 意识 到 与 费 
马 大 定理 有 关 的 任何 事情 都 会 引起 太 多 的 兴趣 .除非 你 的 专心 不 
被 他 人 分 散 ， 否 则 你 不 可 能 很 多 年 都 使 自己 精力 集中 ， 而 这 一 -点 
会 因 旁 观 者 太 多 而 做 不 到 . ”当然 , 这样 做 的 动机 不 排除 对 荣誉 的 
追求 .〈 作 为 众多 流言 当中 的 一 个 , 是 说 他 在 剑桥 大 学 宣布 结果 的 
那 一 天 是 他 40 岁 的 生日 ， 而 Fields 奖 只 给 不 超过 40 岁 的 数学 
家 . ) 
著名 科学 记者 西蒙 。 辛 格 在 《 费 马 大 定理 : 一 个 困惑 了 世间 

智者 358 年 的 亦 》 一 书 中 对 于 怀 尔 斯 的 7 年 艰辛 作 了 生动 的 描绘 . 
从 数学 角度 ， 他 一 直 试 图 解决 伽 罗 华表 示 方 面 的 问题 . 但 是 在 
1988 年 3 月 8 日 ,《 华 盛 顿 邮 报 》 和 《纽约 时 报 》 宣 称 东 京 大 学 38 
岁 的 官 岗 洋 一 (Yoichi Miyaoka) 用 几何 方法 证 明了 费 马 猜想 时 ， 
怀 尔 斯 大 吃 一 惊 ， 那 正 是 继 法 廷 斯 证 明 莫 代 尔 萍 想 之 后 ， 几 何 学 
家 们 对 着 费 马 猜想 蜂拥 而 上 的 时 候 ， 但 正 是 法 廷 斯 这 位 对 几何 与 
数论 均 在 行 的 数学 家 指出 定岗 的 严重 漏洞 ,使 怀 尔 斯 松 了 一 口气 ， 
仍旧 沿 自己 的 道路 前 进 ， 作 为 “ 宫 岗 旋 风 ” 的 一 个 余波 ,纽约 第 
八 街 地 铁 车 站 里 ， BNE BS ELS PONT ea 

Xx" 十 y= 二 zx” 没有 解 ， 

对 此 我 已 发 现 一 个 真正 美妙 的 证 明 ， 

可 惜 我 现在 没 时 间 写 出 来 ， 

因为 我 要 坐 的 地 铁 车 正 开 过 来 ， 

1990 年 ,， 怀 尔 斯 开始 考查 椭圆 曲线 的 岩 泽 理 论 , 试图 寻找 新 
的 突破 口 . 5 年 当中 他 作 了 两 次 父亲 ,“ 我 放松 一 下 情绪 的 唯一 方 
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式 是 和 我 的 孩子 们 在 一 起 . ”到 了 1991 年 夏天 , 剑 尔 斯 在 当 了 5 年 

“隐士 ” 之 后 ， 感 到 需要 重 返 数 学 界 ， 了 解数 学 最 新 成 果 ， 他 参加 
了 在 波士顿 举行 的 椭圆 曲 线 会 议 ， 正 是 在 这 个 会 上 ， 他 的 老师 
Coates 告诉 他 , 一 个 名 叫 Matheus Flach 的 学 生 用 Kolyvagin (前 
苏联 年 青 数 论 学 家 ) 的 方法 研究 椭圆 曲线 回 到 普林斯顿 大 学 之 
后 ， 怀 尔 斯 用 Kolyvagin-Flach 方法 对 于 某 些 椭圆 曲线 解决 了 他 
的 伽 罗 华表 示 问 题 . 但 为 了 达到 最 终 目 的 , 还 需 发 展 这 种 方法 . 到 
了 1993 年 1 月 , 怀 尔 斯 “决定 有 必要 向 一 个 人 吐露 秘密 ， 而 他 应 
该 是 一 位 我 正在 使 用 的 那 一 类 几何 方法 的 专家 . 我 需要 非常 小 心 
地 挑选 这 个 我 要 告知 秘密 的 人 ， 因 为 他 必须 保守 住 秘密 ， 我 选择 
TEH. SRK (N. Katz).” 

山北 是 怀 尔 斯 在 普林斯顿 大 学 数学 系 的 同事 ， 当 怀 尔 斯 向 山 
” 效 吐 露 了 秘密 并 希望 帮助 他 一 起 检查 和 讨论 极为 专门 的 技术 细节 
之 后 ， 凯 兹 的 建议 也 是 颇具 有 喜剧 性 的 、 怀 尔 斯 向 研究 生 开设 了 
以 “椭圆 曲线 的 计算 ”为 题 的 讨论 班 ， 凯 兹 是 昕 众 之 一 ， 一 开始 
怀 尔 斯 就 讲述 这 6 年 来 他 所 进行 的 专门 计算 和 证 明 ， 研 究 生 们 谁 
也 不 知 怀 尔 斯 到 底 要 干什么 ,而 外 人 却 以 为 这 是 在 给 研究 生 讲课 . 
研究 生 一 个 个 地 消失 ， 几 个 星期 之 后 ， 听 众 只 剩 下 凯 兹 一 人 . 

1993 年 5 月 , 怀 尔 斯 吸收 了 梅 祖 尔 文章 中 的 思想 之 后 ， 相 信 
他 解决 了 TSW 猜想 的 一 部 分 并 导致 证 明了 费 马 狂想.“ 我 仍然 需 
要 再 核对 一 下 证 明 ， 但 是 6 月 末 在 剑桥 有 一 个 会 议 要 举行 ， 我 想 
这 也 许 是 宣布 这 个 证 明 的 好 地 方 ， 它 是 我 的 故乡 ， 我 曾 在 那里 念 
人 研究 生 .” 

包 析 大 学 牛顿 数学 所 的 这 次 会 MAH “L-RRMAR”. 会 议 
组 织 者 之 一 Coates 应 怀 尔 斯 请 求 破例 地 为 怀 尔 斯 安排 6 月 21、 
22、23 日 上 午 的 三 次 演讲 “ “Andry, 你 究竟 证 明了 什么 ? 我 们 要 
不 要 告诉 新 闻 界 ?”, 他 只 是 微微 地 摇 了 一 下 头 , RR RU. 他 
确实 在 为 高 度 戏 剧 性 的 场面 作 准 备 . 然后 就 是 6 月 23 日 上 午 那 场 
激动 人 心 的 局 面 … 在 报告 之 前 怀 尔 斯 只 把 证 明 的 复印 件 给 子 一 个 
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人 一 梅 祖 尔 , 但 是 梅 祖 尔 对 这 个 演讲 仍然 感到 惊讶 ,“ 我 从 未 见 过 
如 此 辉煌 的 演讲 ， 充 满 了 如 此 奇妙 的 思想 ， 上 共有 如 此 戏剧 性 的 紧 
张 ， 准 备 得 如 此 之 好 . ”里 贝 特 后 来 回忆 道 ， 在 怀 尔 斯 演讲 之 后 ， 
“下 一 位 报告 人 是 一 个 名 叫 里 贝 特 的 人 ， 就 是 于 人， 我 作 了 演讲 ， 
人 们 也 作 了 笔记 ， 鼓 了 掌 . 可 是 在 场 的 每 个 人 ， 包 括 我 自己 ， 对 
我 在 演讲 中 讲 了 些 什么 都 没有 丝毫 印象 .” 

《 卫 报 》 和 《世界 报 》 均 在 头 版 报道 此 事 , 这 是 自 1988 FARE 
布 证 明 费 马 猜想 以 来 ， 数 学 家 又 一 次 占据 头条 新 闻 . 唯一 的 差别 
是 这 次 的 报道 量 比 上 次 多 达 两 倍 ， 并 且 没 有 人 对 怀 尔 斯 的 证 明 表 
示 怀 疑 . 对 于 专业 数学 家 来 说 , 解决 TSW 猜想 是 比 证 明 费 马 猜 想 
更 巨大 的 成 就 ， 因 为 前 者 对 数论 有 极 大 的 影响 ， 可 是 新 闻 报 道 则 
主要 在 说 费 马 猜想 , 偶而 有 记者 顺便 提 一 下 TSW. 一 夜 之 间 怀 尔 
斯 成 了 地 界 闭 名 人 士 ,《People》 杂 志 将 他 和 戴 安 娜 王妃 一 起 列 为 
“本 年 度 25 位 最 具有 魅力 者 ”之 一 ， 一 家 国际 制 衣 大 公司 请 这 位 
温文 而 雅 的 天 才 为 他 们 的 新 系列 男装 做 广告 . 面 在 数学 界 ， 报道 
这 个 消息 的 电子 邮件 几 天 之 内 就 传 到 世界 各 地 ， 正 在 里 假期 间 的 
各 六 学 数学 教授 和 学 生 们 纷纷 聚集 起 来 ， : 昕 会 议 参 加 者 “传达 ” 怀 
尔 斯 的 报告 .  . 

在 一 阵 热 烈 而 兴奋 的 情绪 过 去 之 后 ， 数学 家 们 并 没有 忘记 对 
怀 尔 斯 的 证 明 进 行 严 格 的 审查 . 文章 寄 到 《Inventions Mathemati- 
cae》 杂 志 ， 编 辑 梅 祖 尔 作 了 特别 的 决定 ， 挑选 了 六 位 审 稿 人 ， 200 
页 的 证 明 被 分 成 六 章 ， 每 位 审 稿 人 只 负责 其 中 的 一 章 . 其 中 第 三 
BASRA, 月 份 凯 兹 发 现 一 个 问题 ， 怀 尔 斯 认为 容易 补救 ， 
但 到 了 9 月 份 ,逐渐 意识 到 怀 尔 斯 采用 的 Kolyvagin-Flach 方法 仍 
有 障碍 . 这 个 时 候 ， 怀 尔 斯 面临 他 最 大 的 考验 甚至 连 审 稿 人 都 
感到 了 保守 秘密 带 来 的 压力 . 另 一 个 审 稿 人 里 贝 特 说 , “我 开始 被 
人 称 为 “ 费 马 信 息 咨询 所 ，.…… 人 们 开始 变 得 不 耐烦 也 ,开始 癌 
一 些 笃 手 的 问题 .““ 他 们 就 是 想 知 道 后 来 发 生气 什么， 以 后 情况 
变 得 更 精 ， 央 为 慢 慢 地 怀疑 的 阴影 集中 到 诈 明 本 身 示 了. 人们 不 
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断 告 诉 我 这 些 谣传 , 说 在 第 三 章 有 缺陷 . 他 们 问 我 知道 些 什 么 ,我 
真 的 不 知道 如 何 回答 才 好 .” 

经 过 一 个 姜 凉 的 秋天 ,在 各 种 传闻 和 情绪 的 巨大 压力 下 ,1993 
年 12 月 4 日 怀 尔 斯 向 数学 界 发 了 一 个 电子 邮件 :“ 鉴 于 存在 着 对 
我 的 关于 谷山 一 志 村 猜想 种 费 马 大 定理 工作 状况 的 种 种 推测 ， 我 
对 情况 作 一 简短 说 明 . 在 检验 过 程 中 发 现 许多 问题 ， 大 部 分 已 经 
解决 ， 但 是 有 一 个 特别 的 问题 我 还 没有 解决 . ，……… 我 相信 在 不 远 
的 将 来 我 能 够 使 用 我 在 剑桥 演讲 中 解释 过 的 想法 完成 它 . ” 

在 最 黑暗 的 时 期 ， 怀 尔 斯 向 他 在 普林斯顿 大 学 数学 系 另 一 个 
好 友 Peter Sarnak 说 ,他 准备 公开 承认 失败 . Sarnak 向 他 暗示 ,他 
应 当 寻 找 一 个 他 信赖 的 人 ， 熟 悉 Kolyvagin-Flach 方法 的 专家 经 
常 在 一 起 进行 技术 细节 的 讨论 ， 鼓 励 他 用 这 种 方式 再 试 下 去 ， 对 
这 件 事 又 作 了 长 时 间 考 虑 之 后 ， 怀 尔 斯 决定 邀请 剑桥 大 学 的 一 位 
讲师 理 查 德 。 HEH (Richard Taylor) 到 普林斯顿 和 他 一 起 工作 . 
泰勒 是 怀 尔 斯 以 前 的 学 生 、 怀 尔 斯 文章 审 稿 人 之 一 ， 泰 勒 怀 着 一 
种 使 命 感 来 到 普林斯顿 ， 但 一 直到 1994 年 夏天 仍 没有 新 的 突破 . 

这 年 8 月 ， 世 界 数学 家 大 会 在 瑞士 苏 夷 士 召开 ， 怀 尔 斯 已 与 
Fields RAR, 但 是 他 仍 被 邀请 在 闭幕 式 上 做 最 后 一 个 大 会 报告 . 
在 报告 中 他 坦诚 地 介绍 自己 对 TSW 猜想 已 经 证 明 到 什么 程度 ， 
为 了 得 到 费 马 猜想 还 需 做 哪些 工作 . 这 些 工 作 何 时 能 够 完成 ， 他 
说 他 目 己 也 不 知道 . 整个 大 厅 以 极为 热烈 的 掌声 回答 他 的 演讲 ,这 
给 他 很 大 的 安慰 ， 数 学 界 认 可 他 为 数论 提供 了 一 大 套 新 的 技术 和 
策略 ， 他 的 新 结果 可 用 来 证 明 别 的 定理 ， 他 开始 感到 失败 并 不 耻 
辱 ， 准 备 适应 受到 打击 后 的 境 迁 . 

可 是 就 在 会 后 不 入 ,9 月 19 日, 一 个 星期 一 的 早晨 ,他 准备 
再 一 次 了 解 失 败 的 原因 时 ， 突 然 冒 出 了 一 个 想法 : 将 岩 泽 理论 和 
Kolyvagin-Flach 方法 结合 在 一 起 !” 我 无 法 理解 我 怎么 没有 发 现 
E, REA 20 多 分 钟 我 呆 望 着 它 不 敢 相信 . 然后 我 到 系 里 转 了 一 
加 , 义 回 到 果子 旁 试图 看 看 是 否 真 的 如 此 . 但 情况 确实 这 样 ，.……- 
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第 二 天 早晨 我 又 一 次 作 了 核对 ， 到 11 点 时 我 完全 放心 了 . ” 简 言 
之 ,证明 最 后 归结 为 一 个 纯 代 数 问题 : 关于 Hecke 环 的 完全 交 性 
质 . 这 最 后 关口 是 他 与 泰勒 一 起 共同 合作 阅 过 的 ， 于 是 ，1994 年 
10 月 25 日 ， 两 篇 文章 一 起 寄 到 国际 最 权威 数学 刊物 《Annals of 
Mathematics》 一 份 是 怀 尔 斯 署名 的 《 模 椭 阅 曲线 和 费 马 大 定理 》， 
另 一 份 是 他 与 泰勒 合作 的 《 某 些 Hecke 代数 的 环 论 性 质 》. 在 法 廷 
斯 对 其 中 部 分 论证 作 了 重大 简化 之 后 ， 文 章 于 1995 年 正式 发 表 . 
至 此 ， 费 马 猜 想 正 式 宣 告 得 到 解决 ， 1996 年 ， 怀 尔 斯 和 朗 兰 效 共 
同 获得 沃 尔 夫 奖 . 这 个 奖 通常 是 给 予 一 生 中 为 世界 数学 做 了 突出 
贡献 的 长 者 , 怀 尔 斯 是 第 一 位 获 此 殊荣 的 四 十 多 岁 的 年 轻 数学 家 . 

在 怀 尔 斯 证 明 费 马 猜 想 之 后 的 近 4 年 里 ， 代 数 数论 仍 有 令 人 
瞩目 的 理论 进步 (TSW 猜想 已 完全 解决 ), 但 我 们 宁愿 以 这 个 充满 
艰 半 而 又 美丽 动人 的 故事 作为 本 章 的 结尾 . 
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第 五 草 ”代数 数论 的 应 用 
(1960— ) 


代数 数论 在 20 世纪 取得 了 辉煌 的 理论 成 就 . 与 此 同时 , 特别 
是 在 20 世纪 的 后 半期 ,数论 在 各 种 实际 领域 得 到 广泛 和 重要 的 应 
用 ， 其 主要 原因 是 20 世纪 60 年 代 以 来 数字 计算 机 技术 和 数字 通 
信和 技术 的 巨大 进步 . 在 此 之 前 ， 数 学 主要 应 用 于 力学 、 物 理学 等 
方面 ， 以 付 立 叶 分 析 为 代表 的 分 析 学 用 来 描述 事物 连续 现象 ， 数 
理 统计 学 用 来 描述 事物 的 统计 特性 和 随机 现象 ， 成 为 应 用 数学 的 
主流 .数字 计算 机 和 数字 通信 技术 的 出 现 和 飞速 发 展 极 大 地 改变 
了 应 用 数学 的 面貌 . 这 些 领域 提出 了 大 量 的 数学 课题 ， 使 描述 事 
物 离散 现象 的 离散 数学 在 坚实 的 应 用 根基 之 上 得 到 很 大 的 促进 和 
发 展 . 组 合 数学 和 图 论 在 过 去 被 认为 是 雕 虫 小 技 和 数学 游戏 (36 
军官 问题 , 七 桥 问题 , 棋盘 跳马 问题 , 哈密 顿 周游 扯 界 问题 …) 而 
不 能 登 大 雅之 党 ,现在 已 逐渐 发 展 成 整个 数学 的 一 个 重要 领域 . 20 
世纪 的 代数 数论 在 理论 研究 中 与 几何 、 分 析 数 学 的 融合 ， 体 现 出 
人 类 对 世界 事物 连续 性 和 离散 性 内 在 联系 的 认识 的 深化 ， 而 计算 
机 科学 和 信息 科学 技术 的 发 展 使 数论 在 研究 风格 和 目标 上 也 发 生 
了 很 大 变化 . 一 方面 ， 数 论 理论 研究 中 使 用 计算 机 ， 使 数论 本 身 
更 加 成 为 实验 性 学 科 ， 另 一 方面 是 数论 在 实验 和 技术 学 科 的 广泛 
应 用 ,特别 是 数论 近年 来 取得 的 重大 理论 成 果 在 实际 中 得 到 应 用 ， 
使 通信 等 领域 得 到 体制 上 的 突破 和 进步 ,被 人 们 称 为 “ 令 人 振 
奋 ” 和 “不 可 预测 ”的 事件 . 日 前 在 世界 范围 内 已 有 许多 优秀 的 
数论 学 家 从 事 以 应 用 为 背景 的 研究 工作 ， 与 计算 机 科学 和 信息 工 
程 专 家 一 起 , 形成 “应 用 数论 ”或 “计算 数论 ”的 强大 的 队伍 . 这 
个 队伍 的 工作 不 仪 为 数论 研究 本 身 注 入 了 新 的 风格 和 活力 ， 而 且 
对 应 用 和 技术 进步 予以 重大 的 影响 . 
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我 们 在 本 章 中 首先 介绍 在 代数 数论 研究 中 从 事 计 算 和 实验 性 
工作 的 进展 概况 . 然后 介绍 代数 数论 的 重大 理论 成 果 在 信息 科学 
中 三 个 方面 的 应 用 ， 关 于 数论 的 更 广泛 应 用 可 参见 : 

M. R. Schroeder, Number Theory in Science and Communi- 
cation, with Applications in Cryptography , Physics , Biology , Digi- 
tal Information and Computing, Springer-Verlag, 1984. 


$5.1 计算 代数 数论 


许多 数论 学 家 都 善 长 计算 . 欧 拉 对 无 穷 级 数 进行 大 量 计 算 ,得 
BED = Sint 一 五 ,并 且 给 出 黎 曼 zeta 函数 OCs) 


EAU. 高 斯 在 19 岁 时 算出 了 17 次 本 原单 位 根 的 确切 值 . 库 默 尔 计 
算出 ZL, |) (p<19) ARH 1,10 Zn MAR 3. 这 些 都 是 在 
当时 条 件 下 手 算 的 精品 . 随 着 计算 机 硬件 和 软件 的 发 展 和 应 用 领 
域 需求 的 推动 , 近 30 年 数论 计算 工作 特别 是 各 种 算法 改进 的 研究 
得 到 了 飞速 的 发 展 . 以 代数 数论 为 例 , 可 以 比较 如 下 两 份 材料 : 

[ 1 ] H. Zimmer,Computational Problems, Methods and Re- 
sults in Algebraic Number Theory, LN in Math. 262, Springer- 
Verlag, 1972. 

2] H. Cohen, A Course in Computational Algebraic Num- 
ber Theory, Graduate Texts in Math. 138, Springer-Verlag, 
1996. 

前 者 介绍 了 1971 年 以 前 代数 数论 在 计算 问题 中 的 方法 和 成 
采 , 后 者 是 “计算 代数 数论 ”课程 的 研究 生 教材 . 时 隔 20 余年 ,在 研 
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究 问 题 的 拓展 、 算 法 的 改进 和 计算 成 果 的 深入 等 方面 都 发 生 了 巨 
大 的 变化 . 

计算 代数 数论 研究 的 推动 力量 大 体 有 以 下 三 个 方面 : 

lL 从 大 量 计算 数据 中 探索 规律 ,提出 和 修正 猜想 . 

费 马 计 算出 下 ,=22 十 1 (n= 二 0,1,2,3,4) 均 为 素数 ( 费 马 素 
数 ), 提 出 猜想 ;对 所 有 正 整 数 n,F, 均 为 素数 .一 百年 后 欧 拉 于 
1732 年 利用 同 余 式 演算 巧妙 地 发 现 641 是 F 的 一 个 素 因 子 , 推 
翻 了 这 个 猜想 .到 目前 为 止 还 没有 发 现 新 的 费 马 素数 . 1880 年 
Landry 把 Fy 分 解 成 两 个 素数 之 积 . 又 过 了 90 年 ,Morrison 和 
Brillhart 发 明了 大 数 分 解 的 新 算法 一 一 连 分 数 算法 ,于 1970 年 分 
ih Fi=P Pw, 其 中 P, 表示 一 个 1 位 的 素数 .10 年 后 Brent 
和 Pollard 又 发 明了 新 的 算法 ,于 1980 年 分 解 出 Fs 二 Pi。* Poo. 
1988 年 Brent 用 椭圆 曲线 算法 分 解 出 il, 它 是 五 个 素数 的 乘积 ， 
这 五 个 素数 的 位 数 分 别 为 6,6,21,22 和 564. 1990 年 ,Lenstra 等 
ARRS GRMA ,动用 了 世界 各 地 700 多 个 工作 站 进行 并 行 计 算 ， 
分 解 出 Fs=P;* Pay * Po. 1995 年 Brent 用 椭圆 曲线 算法 分 解 了 
Fio= Ps * Prot Pao * Pose. 目前 已 知 Fs 是 7 个 素数 的 乘积 ,其 中 5 
个 素 因 子 已 经 求 出 , 剩 下 的 一 个 1187 位 数 应 当 是 两 个 素数 的 乘 
积 , 但 是 还 没有 把 它 分 解 出 来 . 是 否 有 无 穷 多 费 马 素数 ? 是 否 有 无 
穷 多 费 马 数 PF, 是 合成 数 ? 目前 都 不 知道 . 从 目前 的 数据 提 任 何 猜 
想 都 为 时 太 早 . 

男 一 个 例子 是 对 素数 分 布 的 研究 . 对 每 个 实数 Wee) 
示 不 超过 > 的 素数 个 数 . 公元 前 3 世纪 十 希腊 数学 家 证 明了 素数 
有 无 穷 多 个 , 即 lim r(z) 一 十 co. 勒 让 得 于 1798 年 给 出 计算 公式 


m(N) =a( VN ) 一 1 十 Sad > | ,其 中 N 为 正 整数 ,Ap(d) 为 
d|N 


mC 


Möbius 函数 . 由 这 个 公式 可 以 推出 lim "2? — 0, RAEE E 
集合 中 稀 朴 得 “不 成 比例 ” 勤 让 得 根据 r(z) 的 计算 数据 提出 猜想 
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rmxr)= ba A’. limA(r)=1. 08366…: 


但 是 1850 年 俄国 数学 家 切 比 雪夫 推翻 了 这 个 猜想 . 他 证 明了 和 硅 
lim A (X77) 存在 , 它 一 定 为 1. 他 同时 证 明了 :; 若 极限 limx(x) 


| tote. 则 它 一 定 为 1. 1792 年 ,15 岁 的 高 斯 利用 他 的 计算 结 
RIEM z+ co 时 ,z(z) ~ | E. RBAN ERN 
函数 | | = ~ Tag) ,但 是 在 4X10"* 以 内 各 种 区 间 段 的 数值 结 
RAMA | SE 作为 (x) 的 近似 值 均 比 于 要 好 一 直到 1896 


年 解析 数论 产生 并 且 有 长 足 的 进步 之 后 ,r(x) ~[<; 才 由 两 位 法 


国 数学 家 Hadamard 和 de la Vallee Poussin 各 自 独立 地 证 明 . 

经 典 代数 数论 中 的 例子 :高 斯 对 二 次 域 的 理想 类 数 作 了 大 量 
数值 计算 ,提出 两 个 著名 的 猜想 : 

” (1) 类 数 为 1 的 虚 二 次 域 只 有 他 算出 的 9 个 (CCvCz),z= 
3,4,7,8,11,19,43,67,163). 

(2) BRA 1 的 实 二 次 域 有 无 穷 多 个 . 第 一 个 猜想 已 于 1966 
年 一 1967 年 由 Baker 和 Stark 各 自 独 立地 证 明 , 而 第 二 个 猜想 至 
今 未 解决 . 

近代 代数 数论 中 的 例子 :1960 年 前 后 英国 人 Birch 和 Swin- 
nerton-Dyer 对 椭圆 曲线 E MAARE L-ARK L: OET 
大 量 的 计算 ,提出 关于 E(Q) 的 代数 结构 和 Ls(s) 解 析 特 性 之 间 联 
系 的 重要 猜想 ( 见 § 3. 6). 近 十 年 来 这 个 猜想 有 很 大 进展 ,但 未 最 
后 解决 . 

2. 从 统计 学 和 其 他 理性 思考 提出 猜想 ,然后 用 计算 数据 来 考 
查 猜想 的 正确 程度 . 或 者 计算 与 推理 相 结合 来 证 明 猜 想 . 

在 解析 数论 中 这 方面 有 大 量 的 例子 . 例如 关于 挛 生 素数 的 猜 
想 是 说 ;存在 无 限 多 个 素数 对 (p,g= 二 =p 十 2). 如 果 以 2, (OBR p 
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<r 的 挛 生 素数 对 (p,g 二 pp 十 2) 个 数 . 从 统计 学 考虑 ,1923 年 
Hardy 和 Littlewood 给 出 猜想 


mla) ~C: Tigar (r> +o), 


xtc = |] [1 一 gz 5| = 0.66016… 1976 年 Brent 计算 
出 x,(10) (1 一 3,4,…,11), 所 得 数据 与 上 述 猜想 符合 得 很 好 ,但 
是 至 今 还 不 知道 挛 生 素数 对 是 否 有 无 穷 多 对 . 

同样 地 ,Hardy 和 Littlewood 在 同一 文章 中 还 提出 如 下 的 猜 


AE : 


Bt GS ES oh a] ls RF 1742 年 写 给 欧 拉 的 信 中 表示 :每 
个 整数 ”之 6 均 可 表示 成 三 个 素数 之 和 ,每 个 偶数 2n 均 可 表 成 
两 个 素数 之 和 . BU ri(n) 表 示 n 表 成 上 个 素数 之 和 的 方法 数 ， 
Hardy-Littlewood 猜想 ， n— +æ}, 


r,(2n) ~ 
其 中 C2 如 上 所 示 


n? 1 1 : 
rita) ~ sloan LI |} + Gaal LL- pe 3p +3) 


3 pin 


Cz oy I i £ 一 2 一 5， 


3< pin 


1964 年 Shen 用 得 法 计算 到 2n<33X 10°, HERB 2n 均 为 两 素 
数 和 . 1965 年 Stein 对 2n<2K 10° 算出 一 (22) 的 值 ,与 上 述 渐 近 
公式 相当 一 致 .但 是 关于 偶数 表 成 二 素数 和 的 哥 德 巴赫 问题 至 今 
未 完全 解决 . 另 一 方面 , 维 诺 格拉 多 夫 于 1938 年 证 明了 :每 个 充分 
大 的 整数 均 是 三 素数 之 和 . 
代数 数论 方面 一 个 著名 的 例子 是 Cohen 和 Lenstra 于 1984 
年 对 于 阿 贝尔 数 域 的 类 群 为 特定 类 型 的 有 限 群 时 ,其 阿 贝 尔 数 域 
eh 了 猜想 . 以 虚 二 次 域 为 例 . 设 $ 为 所 有 奇 阶 有 限 
贝尔 群 ( 的 同 构 类 ) 所 成 的 集合 ,Aut GER G 的 自 同 构 群 . 对 于 
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集合 S 上 的 每 个 非 负 实 函 数 f, 令 
M(f) = lim X) foe (K))/ > 1, 


ee dela id, isn 


M,(f) = lim >) (f(G)/Aut G)/ X (Aut O~, 


[G| <n [G| <n 
其 中 C' (hk) eas HE RR K 的 理想 类 群 的 奇 部 分 ,|di | Sn 表示 
rt Fl Fl Sha <n 的 所 有 虚 二 次 域 , jc| 委 ”表示 过 阶 数 委 2 的 
所 有 奇 阶 阿 贝尔 群 ( 同 构 类 ). Cohen-Lenstra 猜想 是 说 :M(f)= 
Mf). 
取 了 为 特定 的 奇 阶 有 限 阿 贝尔 群 类 型 ,定义 了 为 了 的 特征 范 
数 , 即 A(G) =1(# GET), /O=0 G&T). M MOTUA 
体 算 出 来 ,而 M( 六 是 类 群 奇 部 分 属于 类 型 7 的 虚 二 次 域 在 所 有 
虚 二 次 域 中 所 占 的 比例 . 取 了 为 “所 有 奇 阶 循环 群 ”,f 为 7 了 的 特 
{iE PR $x, JU] aJ $A H 
£(2)€(3) 


MD= OAE), 
其 中 A = [[Ek) ~ 2.29486, (O RS zeta BM, (p). = 


kee 


1 — p*). 所 以 Cohen-lenstra 薄 想 是 说 :类 群 奇 部 分 是 循环 


LSS 


RER ME — UCR s KO EBUN 97. 75757. 类 似 方法 可 知 这 个 猜想 
还 说 ;对 每 个 奇 素数 p, 类 数 被 p 除 尽 的 虚 二 次 域 所 占 比 例 为 
f(b) =1—(). 2 TO jl.l1 1. 
(ip) =1— (pu = 1 Ha PIY=ZH HF . H 
如 f(3)~0. 43987, f(5) 0. 23967,/(7)0. 16320. 

类 群 的 p- 部 分 同 构 于 给 定 的 有 限 阿 贝尔 p- 群 G 的 虚 二 次 域 
比例 为 (p).,/Aut(G). 

类 群 的 p- 部 分 的 秩 为 7 的 虚 二 次 域 所 占 比 例 为 pC(p)./ 
((p),)?. 

对 于 其 他 类 型 的 阿 贝 尔 数 域 ,Cohen 和 Lenstra 也 给 出 类 似 
的 猜想 ,比如 对 实 二 次 数 域 情 形 ,他 们 猜想 类 数 为 1 的 实 二 次 域 所 
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占 的 比例 为 
， ## { 实 二 次 域 Kldxr<n,h(K)=1) 
na RORA K drn) 0 T548 


即 他 们 猜想 大 约 有 3/4 的 实 二 次 域 类 数 为 1. 这 比 高 斯 猜想 (类 数 
为 1 的 实 二 次 域 有 无 穷 多 个 ) 要 强 许多 . 更 一 般 地 ,对 每 个 奇 素数 
户 ,他 们 猜想 

Pp 除 尽 类 数 的 实 二 次 域 所 占 比 例 为 

(p). 1 1 1 
yk 

类 群 的 奇数 部 分 同 构 于 给 定 奇 阶 阿 贝尔 群 G 的 实 二 次 域 比 
例 为 m(G)= 二 1/2gA4(2),|AutG|, 其 中 g==1G|. Ai mG pa 
0.75446, m(Z/3Z)=0. 12574,m(Z/5Z)=~0. 03772. 

类 群 的 如 -部 分 的 秩 为 > BY SET REL A poet? (p)../ 
Cp), CP r+. 

1987 Æ ~ 1994 Ẹ ,Cohen # J. Martinet 把 猜想 又 推广 到 任 
意 类 型 的 数 域 上 ,并 且 表 明 这 些 猜想 与 实验 数据 惊人 地 一 致 .但 是 
要 证 明 这 些 猜 想 现在 看 来 是 非常 困难 的 . 

计算 与 理论 相 结合 ,常常 可 以 证 明 重 要 结果 . 例如 关于 虚 二 次 
域 的 高 斯 猜想 , 早 在 1934 年 Heilbronn 就 证 明 出 除了 高 斯 算出 的 
9 个 类 数 为 1 的 虚 二 次 域 之 外 ,至 多 还 有 一 个 这 样 的 虚 二 次 域 , 而 
且 这 个 域 震 存在 ,其 判别 式 三 107. 当时 的 计算 技术 和 方法 还 不 能 
把 判别 式 委 10` 的 所 有 虚 二 次 域 类 数 算出 来 . 后 来 于 1967 年 Bak- 
er 和 Sturk 各 自 采用 超越 数论 和 模 形式 理论 ,把 上 界 107 改 小 , 才 
证 明了 例外 虚 二 次 域 不 存在 . 类 似 地 ,近年 来 对 一 些 类 型 的 虚 阿 由 
尔 域 (如 虚 四 次 循环 域 和 伽 罗 华 群 同 构 于 (Z/2Z)2 的 虚 阿 贝尔 域 
等 ) 决 定 出 小 类 数 (为 1 或 2) 的 全 部 数 域 ,也 是 先 用 解析 数论 和 代 
数 方法 对 类 数 整除 性 和 下 界 给 出 估计 ,然后 对 这 样 限 制 下 来 的 有 
限 个 可 能 性 进行 逐个 计算 ,最 后 得 出 结果 . 

Fi — PAF RR OOHRS. 1986 年 ,Van de Lune, 
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Riele 和 Winter 计算 了 5) 的 前 1.5X10? 个 ( 按 绝对 值 ) 非 平凡 


零点 ,它们 均 在 直线 Re(s) 二 友之 上 . 

3. 应 用 领域 的 实际 需要 提出 代数 数论 新 的 计算 谍 题 和 算法 改 
进 . 

代数 数论 的 理论 研究 中 提出 了 一 系列 传统 的 计算 课题 ,比如 
计算 各 种 类 型 数 域 的 整 基 、 类 群 结构 和 类 数 、 基 本 单位 系 等 ,计算 
椭圆 曲线 有 理 点 群 和 寻求 秩 很 大 的 椭圆 曲线 ,计算 各 种 模 形式 的 
Fourier AWA Hecke 算 子 在 模 形 式 空间 中 的 本 征 值 等 . 这 方面 的 
算法 在 不 断 改 进 , 算 出 的 数据 表 也 在 不 断 地 扩大 . 新 的 算法 和 数据 
已 制 成 软件 供 人 们 使 用 . 另 一 方面 ,20 世纪 后 半期 计算 机 科学 和 
言 息 工程 等 方面 的 实际 需要 提出 了 大 量 新 的 计算 课题 , 极 大 地 促 
进 了 计算 代数 数论 的 发 展 . 例如 : 

(1)20 世纪 50 年 代 末 期 计算 机 和 通信 系统 采取 移 位 寄存 器 ， 
容易 实现 有 限 域 上 四 则 运算 和 递归 运算 ,有 限 域 成 为 重要 的 代数 
工具 ,并 且 从 实用 角度 提出 了 许多 有 限 域 上 的 计算 问题 ,如 :寻求 
有 限 域 上 多 项 式 因子 分 解 的 快速 算法 , 构 作 有 限 域 上 ( 首 1) 不 可 
约 多 项 式 和 本 原 多 项 式 表 (F, 上 次 首 1 多 项 式 叫 作 本 原 的 ,是 
指 它 的 根 为 Fw 中 gq" 一 1 BCR). SR FM F, WERE (aa, 
a yr V EZE asa, (R ij BF T, Caa) = 0) À Xt 
(Bs ana) (BD T, Caa) =6,), FR F, 上 次 数 最 小 的 多 项 式 
f(x)，f(0) 二 1, 使 得 有 g(x)EF[zxl],deg g(x)<deg f(r), 并 
HEAS ES = Dor © P[[z]] 的 前 个 系数 6(0<i<n 一 
1) 为 给 定 值 ( 这 叫 线性 移 位 寄存 器 的 综合 算法 . 最 好 算法 是 
Massey 于 1965 年 得 到 的 ,用 于 BCH 码 的 纠 错 译 码 ) , 构 作 有 限 域 
上 具有 良好 相关 性 能 的 周期 序列 和 周期 序列 组 (用 于 多 址 通信 的 
同步 ), 构 作 从 F; 到 Fs 的 函数 使 其 满足 某 些 特定 的 条 件 (Hash K 
数 ,Bent 函数 ,相关 免疫 函数 等 ). 对 于 后 两 类 问题 ,代数 数论 ( 特 
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别 是 函数 域 和 高 维 代数 复 的 算术 ) 已 成 为 重要 工具 . 关于 代数 曲线 
的 韦 依 定理 和 高 维 代数 簇 的 德 林 定理 , 自 守 表示 LL- 函数 的 零点 特 
性 被 用 来 计算 和 估计 各 种 指数 和 ,而 这 些 指数 和 的 估计 和 计算 被 
用 来 构 作 有 限 域 上 理想 的 周期 序列 组 和 有 限 域 上 理想 的 函数 . 

(2) 素性 判定 和 大 数 分 解 问 题 . 

在 这 个 问题 上 充分 体现 出 纯粹 数学 家 和 应 用 数学 家 对 于 数学 
具有 不 同 的 美学 标准 . 公元 前 3 世纪 欧 几 里 德 证 明了 每 个 整数 之 2 
惟一 地 表示 成 有 限 个 素数 之 乘积 . 并 且 证 明了 素数 有 无 限 多 个 . 纯 
粹 数学 家 认为 这 些 结论 (包括 证 明 ) 都 是 漂亮 的 ,但 是 应 用 数学 家 
却 问 : 我 需要 一 个 100 位 的 素数 ( 注 记 : 切 夫 雪夫 于 1850 年 证 明 
了 ,对 每 个 实数 zx>1, 在 zx 和 2xz 之 间 必 有 素数 ) ,或 者 要 把 一 个 
200 位 的 整数 具体 进行 素 因 子 分 解 ,是 否 有 好 的 办 法 ? 

初等 数论 中 有 不 少 判定 素数 的 办 法 . 例如: 正 整数 Nie? BE 
数 当 旦 仅 当 (CN 一 41 三 一 1(mod N) ,这 叫 威尔逊 定理 . 当 很 大 
时 ,用 这 种 办 法 判别 N 是 否 为 素数 计算 量 太 大 . 又 如 我 们 有 费 马 
JER: E N 为 素数 , 则 对 每 个 与 N ERKE b,b =] (mod 
N). 但 这 只 是 素数 的 一 个 必要 条 件 . 不 是 充分 条 件 . 最 小 的 反例 为 
2561 一 3。11。17. 进 一 步 则 用 欧 拉 引 理 : 若 ”为 奇 整数 ,如 果 ”是 
AM WTS n 互 素 的 整数 5， 


I 


pts >| (mod n), (1) 
其 中 | | EAE ATG AP ME n= pep 为 /个 素数 之 积 , 风 
ila all 名) ,其 中 | faeces. 雅 柯 比 符号 | 各 | 不 
必用 的 素 因 子 分 解 式 ,可 以 用 与 勒 让 得 符号 类 似 的 互 反 律 来 运 
算 , 计 算 量 为 O(logn)，) ,6 (mod n) 的 计算 量 也 为 O( (logn);). 
男 一 方面 可 以 证 明 : 若 不 是 素数 , 则 至 少 有 一 半 的 5E€ (Z/nZ)*, 
使 得 (1) 式 不 成 立 . 于 是 对 任意 大 的 奇 整数 ,我们 随机 地 选取 OC 
(2Z/nZ)"( 为 试验 是 否 (5,n) 二 1, 可 用 轧 转 相 除法 计算 (6,n) ,计算 
* 236° 


BHA Odogn)), 看 试验 (1) 是 否 能 通过 ( 即 公式 (1) 是 否 成 立 ). 如 
果 对 某 个 5 不 能 通过 试验 (1), 则 为 合成 数 . 如 果 试 验 (1) 对 m 


个 5 均 能 通过 , 则 ”是 合成 数 的 概率 不 超过 | H ,从 而 ”为 素数 


的 概率 大 于 1 一 | 序 | . 这样 的 算法 叫 作 概率 算法 ,是 1977 年 


Solovay 和 Strassen 给 出 AY. | 

再 进一步 的 素数 判定 算法 是 1980 年 的 Miller-Rabin 试验 方 
法 :对 正 奇数 n, > n—1=2m(m 为 奇数 ,s 宇 1). 如 果 为 素数 , 易 
知 对 每 个 5E (Z/n2Z)*, 下 面 论断 成 立 

或 者 b"=1(mod n), 

或 者 有 1<t<s, 使 加 三 一 1(mod n). (2) 

可 以 证 明 ( 用 解析 数论 ) : 

(A) En PHRA MRLE 25% FE (Z/nZ)* 通过 试验 
(2). 

(B) GOR XT Hak BRA L- PRB Ls OR a SA 


CED L(s,X) 的 非 平 凡 零 点 都 在 直线 Re(s)= 52% £) Sl 为 素数 
“4 AIM 29 APA b<2(logn)? 都 能 通过 试验 (2). 


于 是 我 们 对 每 个 bE€ (Z/nZ) ARREO). 若 对 某 个 5 不 能 
通过 试验 (2), 则 为 合成 数 .车 对 m 个 5 均 通 过 试验 (2), 则 至 
少 以 1 一 | 子 ] 的 概率 为 素数 ,这 为 概率 算法 . MR a 
成 立 , 则 当 6 从 2 一 直 试 验 到 [2(ogn)*] 时 均 能 通过 试验 (2), 则 n 
为 素数 ,这 是 “决定 ”型 的 算法 

此 后 ,素数 判定 算法 仍 不 断 改进 ,它们 都 是 多 项 式 算法 , 即 妆 


别 半 是 否 为 素数 的 计算 量 为 logn 的 多 项 式 , 例 如 利用 高 斯 和 的 
Adleman-Pomerance-Rumely 方法 (1983 年 ) 和 Cohen-Lenstra Fy 


法 (1984 年 ). 对 于 某 些 特殊 类 型 的 整数 ,可 以 给 出 更 好 的 素数 判 
定 算法 . 例如 对 费 马 数 F= 十 1, 欧 拉 就 证 明了 ,的 因子 必 有 
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形式 上 。2 十 1. 他 对 F: 试验 4 一 5, 发 现 了 大: 的 一 个 素 因 了 于 5。 
27+1=641. 又 如 对 Mersenne 数 M, =2—1 Gt 4 为 素数 ),M， 
=3,M;=7, M; =31, M, =127 均 为 素数 ,但 是 Mı =23 X 89. 欧 拉 
叙述 (1750 年 ?而 由 拉 格 朗 日 (1775 年 ) 证 明了 以 下 结果 : 若 素数 
=3(mod4), M| 2g 十 11M, 当 且 仅 当 2g 十 1 为 素数 . 由 此 得 出 许多 
Mersenne 合成 数 . 1952 年 Robinson 和 Lehmer 用 计算 机 发 现 
Msa ,Meo 为 素数 ,这 是 历史 上 第 一 批 用 计算 机 发 现 的 素数 . 

寻求 大 素数 的 问题 是 由 于 信息 技术 的 需要 ( 见 § 5.3), 用 目前 
最 好 的 计算 机 (硬件 ) 和 最 好 的 素数 判定 算法 ,判定 一 个 200 位 左 
右 的 数 是 否 为 素数 只 需 几 分 钟 . 另 一 方面 ,将 一 个 大 整数 完全 分 解 
成 素 因 子 乘积 则 要 困难 得 多 (注意 :前 面 所 有 的 算法 在 判定 出 ”为 
合成 数 时 ,并 没有 得 出 ”的 真 因子 ). 目前 对 一 个 200 位 左右 的 整 
数 作 素 因子 分 解 ,估计 需要 万 年 以 上 . 上 县 前 一 种 普遍 应 用 的 密码 体 
制 就 是 建立 在 大 数 分 解 非常 困难 的 信念 上 ( 见 8$5. 3). 但 这 种 信念 
是 否 正确 ,就 导致 近 20 年 来 人 们 对 研究 大 数 分 解 新 算法 的 强烈 兴 
趣 , 1984 年 ,美国 计算 机 协会 (ACM ) 为 纪念 美国 电子 工程 学 会 
CIEEE ) 一 百 周 年 作 了 一 个 纪念 牌 , 上 面 刻 有 用 二 次 得 法 完成 的 
2” 一 1 的 素 因 子 分 解 式 .ACM 主席 还 作 了 以 下 的 注解 

“大 约 300 年 前 法 国 数学 家 Mersenne 预言 2—1 是 合成 数 . 
大 约 100 年 前 证 明了 它 是 合成 数 , 但 直到 20 年 前 还 被 认为 没有 进 
行 分 解 的 计算 装置 .事实 上 ,用 通常 计算 机 和 传统 算法 ,估计 其 计 
算 时 间 是 10” 年 . 今年 2 月 这 个 数 在 Sandia 的 Cray 计算 机 上 用 
32 小 时 被 分 解 成 功 ,这 是 一 个 世界 记录 .我 们 在 计算 方面 已 走 了 
很 长 的 路 程 . 为 了 纪念 IEEE 对 计算 的 贡献 ,在 这 里 刻 上 这 个 
Mersenne RAY 5 ZAF.” 

300 多 年 前 , 费 马 就 用 平方 差 方法 求 整 数 的 因子 ;如 果 可 表 
REIZ ab, MADA n= lab) (a 一 5). 换个 角度 说 :每 个 奇 


的 合成 数 n=ab HAT EARL n= ste _ 
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a—b 


7 E 我 们 可 


以 依次 取 A 二 [Vn ]+1, [vn ] 十 2,…, 看 A-n BBAKEA¥E 
方 数 .但 这 种 方法 只 有 的 两 个 因子 a 和 65 相差 不 多 时 才 比 较 有 


效 , 这 时 4 接近 于 n. 到 了 20 世纪 20 年 代 ,Kraitchik 改进 了 费 


马 的 平方 差 技术 ,这 种 改进 成 为 目前 最 现代 的 分 解 算 法 的 基础 . 
Kraitchik 的 想法 是 :不 必 去 寻找 zx 和 w 使 得 一 v: 恰好 为 
n，, 而 是 认识 到 只 要 使 局 一 vi? 为 n 的 倍数 ( 即 u =v (mod n)) RAT 
能 成 功 . 如 果 奇 数 为 合成 数 , 则 u= (mod n) 至 少 有 二 的 可 能 
性 使 得 u SS tv(mod n). 这 时 (x 一 v,n) 一 定 是 的 非 平 凡 因 子 . 
以 二 2041 为 例 ,[ Vr ]+1=46. 对 Q(x) 二 x 一 2041 分 别 
取 xr=46,47, … ,得 到 Q(r)=75,168,263,360,459, 560，… 它 们 
全 不 是 平方 数 .所 以 若 用 费 马 方法 还 要 继续 下 去 . 而 Kraitchik 的 


想法 是 寻求 一 批 xi ,使 乘积 QGCzi)…Q(Cze) 为 平方 数 ue XI Tk 
= 则 | 


w= ri TQ) QC x,) =v"? (mod n), 
就 得 到 整数 uv, fE u =v (mod n). 
问题 是 :如 何 求 适 当 的 1 Kraitchik 发 现 有 些 Q(x) Hy 
分 解 是 容易 的 :对 于 x 二 46,47,49 Al 51,Q( 2) =x’ — 2041 分 别 可 
分 解 为 
75=3X5’,168=2;X3X7,360=2X3:X5,560= 二 2:X5X7, 
它们 相 乘 是 平方 数 . 于 是 =v (mod 2041) ,其 中 
u=46 ° 47 * 49 © 51=311(mod 2041), 
v= 2° » 3? e 5? e 7=1416(mod 2041). 
由 于 311 =+1416(mod 2041), 8 H (1416 — 311.2041) =13, 48 
到 分 解 2041 王 13. 157. 
基于 上 述 思 想 ,Brillhart 和 Morrison F 1975 年 给 出 如 下 的 
算法 . 取 定 一 个 适宜 的 正 整数 BW pis ports pa 是 前 B 个 素数 
HENTE. 我 们 试图 寻找 一 些 整数 zj, 使 得 Q(z) 二 x? 一 
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的 素 因 子 均 不 超过 ps. TEGS pipz ept, 然后 把 它 对 应 一 
个 二 元 域 上 长 为 B 的 向 量 V(Q(zi))= (asaza) CFF. 如 果 
找到 充分 多 这 种 zi( 比 如 找到 B 十 1 个 ), 则 对 应 的 向 量 在 Ff, 上线 
性 相关 ,于 是 某 些 向 量 V(Q(zx)) (1 声 i 志 1?) 在 Ff, 上 之 和 是 全 零 向 
量 , 从 而 Q(x2D)…Q(z,) 就 是 完全 平方 数 . 以 上 面 的 ”一 2041 为 例 ， 
取 B 二 4, 则 因子 基 为 2,3,5,7. 我 们 有 
V(75)=V(Q(46))=(0100) (mod 2), 
V(168)=V(Q(47))=(1101) (mod 2), 
V (360) =V(Q(49))=(1010) (mod 2), 
V (560) =V (Q(51))=(0011) (mod 2), 
这 4 个 向 量 之 和 为 零 向 量 , 从 而 75。168。360。560 为 平方 数 . 
B 的 选取 要 适当 ,B 选取 太 小 则 和 寻找 r FOG) HARA 
子 均 不 超过 ps 太 困 难 , 而 B 太 大 则 需要 得 到 很 多 Q(x;) 才 能 使 对 
应 癌 量 V (Q(x;)) 之 和 为 零 .通过 解析 数论 的 估算 , 当 取 B 使 ps 


大 约 为 exp | L iog,loglogn 的 时 候 ,用 上 还 方法 得 到 n 的 一 个 真 | 


因子 的 计算 量 达 到 最 小 值 exp (/2lognloglogn ). 所 以 这 是 一 个 比 
指数 算法 要 好 的 “ 亚 指 数 ” 算 法 ,但 还 不 是 (对 logn 的 ) 多 项 式 算 
法 . 

差不多 同时 代 还 有 采用 同样 思想 的 连 分 数 算法 .后 后 来 又 出 现 
了 二 次 得 法 算法 (Pomerance, 1982), A BH FH (Schnorr 和 
Lenstra, 1984), 椭圆 曲线 算法 (Lenstra,1987) 和 数 域 得 法 
(Lenstra,1993) ,后 三 种 算法 利用 了 数 域 中 类 群 结 构 和 素 理 想 分 
解 以 及 有 限 域 上 椭圆 曲线 的 点 群 结构 ， 全 目前 最 有 效 的 大 数 分 解 
算法 ,但 计算 量 也 均 是 亚 指 数 型 的 . 

(3) 离散 对 数 问题 . 

对 每 个 有 限 域 F,, 乘 法 群 Fi 是 g 一 1 阶 循环 群 . 设 g 是 它 的 
一 个 生成 元 , 则 F; 中 每 个 元 素 a 都 可 表 成 g',0 志 e 志 gq 一 2. 由 gg 和 
指数 。 计算 a 是 容易 的 ,计算 量 为 loge 的 多 项 式 函数 (多 项 式 算 
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法 ), 但 是 由 a,g 计算 e 被 认为 是 困难 的 ,这 叫 作 离散 对 数 间 题 .更 
一 般 的 ,对 于 任意 有 限 阿 贝尔 群 G AG 中 两 个 元 素 a Mb ERA 
整数 。 使 得 a 二 6? 如 果 是 的 话 如 何 求 e? 对 许多 具体 群 G 目前 只 
有 亚 指 数 型 的 算法 . 比如 对 于 数 域 的 理想 类 群 ,函数 域 的 除 子 类 
群 , 有 限 域 上 椭圆 曲线 的 点 群 等 情况 都 是 这 样 . 基于 这 种 状况 ,这 
些 群 上 的 离散 对 数 问题 的 困难 性 也 被 用 于 保密 通信 的 许多 方面 . 
由 于 需要 相应 的 群 结构 比较 复杂 ,所 以 也 同时 引发 出 一 系列 研究 
课题 ,如 对 于 有 限 域 Ff 如 何 构 作 其 上 的 椭圆 曲线 ,使 得 点 群 有 阶 
数 很 大 的 元 素 , 这 样 的 构 作 性 问题 往往 需要 椭圆 曲线 理论 中 相当 
深刻 的 结果 . 

以 上 我 们 对 计算 代数 数论 的 发 展 和 现状 作 一 简单 的 介绍 . 其 
研究 课题 和 风格 与 纯粹 代数 数论 研究 有 所 不 同 ,但 是 现代 代数 数 
论 的 许多 理论 成 果 在 应 用 和 计算 领域 发 挥 了 很 大 的 威力 . 


参考 文 南 


[ 1 ] E. Bach and J. Shallit, Algorithmic Number Theory ,vol. 1 ， 
Efficient Algorithms ,MIT Press ,1996. 

[2] H. W. Lenstra and R. Tijdeman (eds. ), Computational 
Methods in Number Theory, Math. Centre tracts,.154/155, 
Math. Centrum Amsterdam, 1982. 

L3 ] A. Petho,M. Pohst,H. Williams and H. G. Zimmer (eds. ) 
Computational Number Theory, Walter de Gruyter ,1991. 

L 4 ] M. Pohst (ed. ), Algorithmic Methods in Algebra and Num- 
ber Theory , Academic Press ,1987. 

L5 | M. Pohst and H. Zassenhaus , Algorithmic Algebraic Num- 


* 24i», 


ber Theory ,Cambridge Univ. Press,1989. 

[ 6 ] M. Pohst,Computational Algebraic Number Theory »DMV 
Seminar 21,Birkhauser,1993. 

[ 7 ] H. Zimmer,Computational Problems ,Methods and Results 
in Algebraic Number Theory, LN in Math. 262, Springer- 
Verlag , 1972. 

[ 8 ] H. Cohen, A Course in Computational Algebraic Number 
Theory, GTM 138,Springer-Verlag,1996. 

[9] E. Berlekamp, Factoring polynomials over large finite 
fields ,Math. Comp. 24(1970),713-~735. 

[10] D. Cantor and H. Zassenhaus,A new algorithm for factor- 
ing polynomials over finite fields, Math. Comp. 36(1981), 
587 ~592. 

L11] H. Cohn and H. W. Lenstra , Heuristics on class groups of 
number fields ,LN in Math. 1068 ‚Springer-Verlag ,1984. 

[12] H. Cohn and J. Martinet ,Class groups of number fields :nu- 
merical heuristics ,Math. Comp. 48(1987) ,123~137. 

[13] —and—,Etude heuristiquedes groupes de classes des corps 
de nombres,J. Reine Angew. Math. 404(1990) ,39~76. 

[14] —-and—.Heuristics on class groups:some good primes are 
not too good, Math. Comp. 63(1994),329-~334. . 

[15] S. Fermigier,Un example de courbe elliptique definie sur Q 
de rang-219,C. R. Acad. Sci. Paris ,315(1992),719~722. 

[16] K. Nagao and T. Kouya,An example of elliptic curve over 
Q with rank>21 ‚Proc. Japan Acad. ,70(1994),104~105. 

[17] D. Wiedemann, Solving sparse linear equations over finite 
fields , IEEE Trans. Information Theory 32(1986) ,54~62. 


“2426 ` 


$5.2 代数 几何 码 


在 现代 数字 通信 技术 时 代 , 各 种 具体 信息 (电报 ,电话 ,图 像 ， 
数据 …) 都 要 编 成 数字 符号 传输 ,每 个 信息 编 成 某 有 限 集合 S 中 
元 素 的 一 个 元 素 组 . 最 常见 的 是 S== {0,1)( 二 元 域 ), 也 常 把 S 取 
成 有 限 域 F,, 因 为 F, 中 可 以 作 四 则 运算 . 

假如 我 们 有 八 个 信息 ,在 二 元 域 f, 上 被 分 别 编 成 (000)， 
(001), (010), (011), (100, (101),(110),(111) 传 输 . 如 果 (011) 在 
言 道 传输 中 产生 错误 ,比如 第 2 位 的 1 错 成 0, 那 么 收 方 得 到 
(001), 并 且 睹 不 知晓 这 是 错 的 ( 检 错 ), 更 无 法 知道 发 方 传 给 他 的 
是 (011)( 纠 错 ), 因 为 收 到 的 (001) 也 是 有 意义 的 . 

为 了 使 通信 有 检 错 和 纠 错 能 力 ,一 个 最 简单 的 办 法 是 把 每 个 
码 (abc) 重 复 三 次 编 成 (abcabcabc) 再 传 出 . 所 以 有 意义 的 信号 组 成 
F: 上 9 SE ia] a fa] (2° 个 向 量 ) 中 一 个 8 元 子 集合 

C={(abcabcabc) |a,bcEF,)}. 

发 出 信息 (001001001) 之 后 , 若 在 信道 中 出 两 个 错 , 收 到 的 都 不 是 
C 中 元 素 , 所 以 可 以 检 两 个 错 . 若 在 传输 中 出 一 个 错 , 例 如 第 1 位 
出 错 , 收 到 向 量 (101001001) ,我 们 可 以 把 错 纠正 过 来 ,因为 在 集合 
C 中 只 有 原始 信息 与 它 相 差 一 位 ,而 C 中 其 它 元 素 与 (101001001) 
至 少 相差 两 位 ,从 而 把 (101001001) 译 成 和 他 相差 位 最 少 的 C 中 
惟一 元 素 (001001001). 于 是 可 以 纠 一 个 错 . 但 是 另 一 方面 ,本 来 用 
三 位 就 可 传输 1 个 信息 ,现在 要 用 九 位 ,效率 (传输 速度 ) 变 成 原来 
的 1/3. 所 以 是 靠 御 牲 了 传输 效率 来 提高 纠 错 能 力 的 . 

一 般 的 ,F, En 维 向 量 空间 V=F’ 的 任何 子 集合 C 都 叫 一 个 
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码 ,C 中 元 素 叫 作 码 字 ,n 叫 码 长 ,C 中 元 素 个 数 表 成 外 =|C|, 这 
K 个 信息 本 来 用 k=log,K fi 位 就 可 以 传输 ,k 叫 信息 位 数 ,但 是 现 


在 用 了 位 ,所 以 传输 效率 为 p 一 上 <. 
为 了 衡量 码 C 的 纠 错 能 力 ,我 们 对 V 中 每 个 向 量 z 一 (zi，…， 
x, (2 € F,) x X Hamming LH 
Wn(r)= {i | lin; = 0? ( 非 零 分 量 的 个 数 ). 
而 对 任意 两 个 向 量 x,y, 定 义 它们 的 Hamming ERY dult, y) = 
Wa (zx 一 y)( 即 xz Aly 的 相 异 位 数 ). du 确实 是 通常 严格 数学 意义 
下 的 距离 , 即 它 满足 以 下 三 条 件 : 对 x,y,zEV， 
(1) du(x,y)20, 并 且 dy(x,y) 二 0 4 HA4 r=y; 
(2) 《对 称 )adn(x,y)= 二 dp(y,Xx); 
(3) (三 角形 不 等 式 )dj(x,z) 夺 duy(x,y) 二 dpy(y,z). 
最 后 ,定义 码 C 的 最 小 距离 为 
d= d(C) =min{dy(x, yp la yECyzr ¥ y}. 
纠 错 码 理论 建立 在 下 面 一 个 简单 事实 的 基础 之 上 . 


基本 定理 设 d(C)=d,e=| T] , 则 码 C 可 检查 出 <d 一 1 
个 错 , 可 纠正 委 e 个 错 . 

证 明 设 zEC,e 为 错误 回 量 ,接收 到 y=rte. M dn(x.y) 
=Wi(yC— x)=W „(e). E 1<Wyle)<d—-1, 则 y 不 为 码 字 ,从 
而 可 检查 出 夺 d 一 1 个 错 . 若 LSW Oe, 由 三 角形 不 等 式 知 对 
每 个 码 字 r EC,r X r, M) d<dy(a,2')<dulasy) +d (2' yy) 
< e 十 dr(Cz sy), 于 是 dy(x',y) 之 d 一 e 之 e 十 1 之 dn (x,y). 这 表明 
x 是 惟一 的 码 字 与 接收 向 量 y 距离 达到 最 小 值 . 把 y 译 成 码 字 x， 
MA itt A] 24 <e 个 错 . 


于 是 ,从 纠 错 码 的 角度 ,F, 上 的 一 个 码 C 有 三 个 重要 参数 ; 码 
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长 2 信息 位 数 k=log,|C| Mikvy)\ BB d= 二 4(C). 一 个 好 的 纠 错 码 
C 是 希望 有 小 的 n 值 和 大 的 ,a 值 ,但 这 三 者 之 间 是 相互 制约 的 ， 
例如 对 固定 的 码 长 ,如 果 名 很 大 ( 即 码 C 中 码 字 很 多 ) ,就 不 能 期 
望 有 太 大 的 最 小 距离 d. 所 以 纠 错 码 理 论 的 基本 问题 为 : 

(1) 给 了 三 个 参数 n,k,q 当中 的 两 个 ,如 何 估计 第 三 个 参数 
MA? 如 何 构 作 出 第 三 个 参数 最 优 的 码 C? 

第 一 个 问题 是 估计 纠 错 码 的 纠 错 能 力 和 传输 效率 能 够 好 到 什 
么 程度 ,而 第 二 个 问题 则 是 工程 师 们 更 为 关心 的 , 即 如 何 具体 给 出 
好 的 纠 错 码 供 通信 系统 使 用 . 此 外 ,工程 师 们 也 关心 这 些 好 的 纠 错 
码 在 技术 上 是 否 容易 实现 把 接收 向 量 y 译 成 发 出 码 字 x Hae 
AS. 让 我 们 看 一 下 上 述 基本 定理 的 证 明 : 为 了 从 y 恢复 成 x+, 需 
要 把 C 中 所 有 码 字 均 与 y 比较 ,从 中 找 出 与 y 距离 最 小 的 惟一 码 
Fr 这 个 算法 显然 是 太 耗 时 了 . 所 以 从 工程 角度 考虑 , 纠 错 码 理 
论 的 男 一 个 重要 课题 是 

(2) 对 于 构 作 出 的 好 的 纠 错 码 C, 寻 求 可 技术 实现 的 好 的 译 
人 码 算 法 . 

40 年 来 ,为 了 使 用 更 好 的 数学 工具 来 研究 纠 错 码 ,人 们 不 仅 
从 集合 论 或 组 合 论 的 观点 研究 码 的 性 质 , 还 需 赋 以 代数 结构 . 首先 
人 们 考虑 C 是 V=F 在 fF, 上 的 向 量子 空间 ， 这 叫 作 线性 码 ， 这 时 
信息 位 数 & 就 是 子 空 间 C 的 维 数 . 而 最 小 距离 d(C) 就 是 C 中 非 
零 码 字 的 最 小 Hamming $X. 纠 错 编码 和 译 码 都 可 用 和 矩阵 工具 . 若 
线性 码 C 还 满足 条 件 : 如 果 (a1,…,a,)EC, WY Casa azsa) 
EC. Mj C 叫 作 循环 码 . 这 时 ,大 把 码 字 c= locit, DEC 对 
应 于 有 限 环 R=F [r] zz 一 1) 中 的 元 素 coter t eette, al, 
则 整个 码 CRE R 中 的 一 个 理想 . 而 R 是 主 理想 环 , 所 以 每 个 
理想 有 形式 (f(x))= 二 f(x)R, 其 中 f(x) 是 x 一 1 在 Flac] PRA 
于 ,于 是 对 循环 码 的 研究 可 以 使 用 近世 代数 工具 . 

比如 设 C È F, 上 的 线性 码 , 即 C 是 V=F 的 & 维 子 空间 ,以 
Uj = (ai Qi < 入 A) 表 示 C 的 一 组 基 , 则 F, 上 的 kxXn 和 矩阵 
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V, 


| ) 
V, Ay °° Ay 
叫 作 码 G 的 生成 矩阵 . 于 是 C={(xzclz 一 (zz)EF)， 即 把 


F: 中 gt 个 信息 x RRB KH n 的 码 字 xG, 这 就 是 纠 错 编码 . 另 一 


方面 ,在 V 中 引入 内 积 : 
(ray =n Hee EH ny EF r= (rx Dn)» 


y= (yi ts Wns 
则 Ci = {yEV |EN rEC, ry =O} EV 中 一 个 线性 码 , 维 
BN n— k, OY HE C 的 对 偶 码 . 以 u= Bj set bin) ASKK R 
示 (+ 的 一 组 基 ， 则 (一 &) Xn 矩阵 ( 秩 为 m 一 让) 
uy by ee Din 


H = 


Unk Onea '* Opaka 
叫 作 C 的 校 验 矩 阵 . 这 是 由 于 对 每 个 yEy,yEC 当 且 仅 当 yH" 
二 0( 长 为 n—k 的 零 向 量 )， 由 此 不 难看 出 ,线性 码 C 的 最 小 距离 d 
是 最 小 正 整 数 ,使 得 五 的 任 4 一 1 列 都 F,- 线 性 无 关 , 但 是 存在 4 
列 是 F,- 线 性 相关 的 . 所 以 利用 这 个 性 质 可 以 由 五 决定 线性 码 C 
的 最 小 距离 ,还 可 由 此 设计 校 验 矩阵 H 以 得 到 4 很 大 的 线性 纠 错 
码 C. 又 者 码 字 经 传输 产生 错误 e 而 收 到 向 量 > 一 zx 十 e, 如 果 1 
SW © Sd—1, M] yA" = (r+) HT =H" 六 0. 所 以 只 需 计 算 
YH" 就 可 知道 y 不 是 码 字 , 发 现 有 错 . 如 果 Wyle) =e. 2e+1<d, 
M yH =H 惟一 地 表示 成 五 H e 列 的 线性 组 合 . 设 yH’ BH 
的 第 如,… 列 的 线性 组 合 , 系 数 分 别 为 c;，… ,ec; , 则 错误 向 量 e 
在 第 六 位 分 别 为 cc，…c ,而 其 余 位 为 0, 所 以 通过 计算 
yH 可 以 纠 错 . 这 就 是 利用 矩阵 进行 线性 码 纠 错 的 译 码 算法 ， 
1960 年 , Bose ,Chaudhui 和 Hocquenghem 利用 有 限 域 的 知 
识 构 作 出 一 种 线性 码 ( 并 且 常 常 基本 上 是 循环 码 ) ,后 人 称 作 BCH 
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码 . 这 种 码 可 以 设计 出 具有 任意 大 的 最 小 距离 . 1965 年 ， 
Berlekamp 和 Massey 各 自 独 立地 给 出 这 种 码 非 常 好 的 译 码 算法 ， 
用 已 有 的 线性 移 位 寄存 器 技术 很 容易 实现 .所 以 从 那 时 起 BCH 码 
在 通信 系统 中 一 直 沿 用 至 今 , 尽 管 这 种 码 的 性 能 在 理论 上 并 不 是 
最 优 的 , 它 不 能 达到 1952 年 Varshamov 和 Gilbert 给 出 的 渐 近 
F. 20 世纪 70 年 代 后 期 ,前 苏联 数学 家 Goppa 从 另 一 个 角度 审视 
BCH 但 , 然 后 于 1981 年 用 代数 数论 和 代数 几何 把 它 作 了 极 大 的 
推广 ,这 就 是 下 面 的 代数 几何 码 . 

BWC HF, E—-RAR ARR HR. SHH e=e(C),K= 

FAC) AEH) Pa. 对 的 每 个 除 子 DD, 定义 ， 
L(D)=={fEK’*|div(f)，D 为 整除 子 } UU (0}. 

如 有 果 D=1p*r, 其 中 PP 过 的 所 有 素 除 子 , 而 除了 有 限 个 PP 之 

外 ,er 均 为 0, 则 KK PERRAS BF LD) 4AM 4 K 的 每 个 

RAT P,Vp《( 有 之 一 ep. 由 了 的 非 阿 特性 易 知 LC(D) 是 F, 上 的 向 

量 空间 . 由 黎 曼 - 洛 赫 定理 可 推出 L(D) 是 F, 上 的 有 限 维 向 量 空 

ij. 

K 的 每 个 1 次 素 除 子 P 对 应 于 曲线 C 上 的 一 个 已 -点 ,这 个 
AEIR P. 如 果 已 不 是 天 中 某 函 数 的 极点 ( 即 V,( 了 有) 之 0), 则 
S 在 点 尸 处 的 取 值 记 为 fCP)€ F,. 

现在 设 P,,…,P, 是 KK 的 个 不 同 的 1 次 素 除 子 ( 它 们 对 应 
曲线 C En ARR F), D=P eP. La GHK 的 一 个 整 
RT ,并 且 G 和 DD 没有 公共 素 除 子 因 子 , 则 L(G) 中 元 素 f 在 P， 
处 均 没 有 极点 ,于 是 SPOEFR AS <n). 由 获 曼 - 洛 赤 定理 可 证 
明 如 下 结果 . 


定理 (Goppa,1981). 在 上 述 假定 下 ,对 于 F, 上 的 线性 码 ( 码 
KAn) i o 
Le(D,G)= (CFP) 0 FCP) EF | FELG}, 
则 当 degG<in 时 ,信息 位 数 宇 degG 一 g 十 1, 最 小 距离 之 n 一 degG. 
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并 且 当 2e¢—2<degG<n 时 ,信息 位 数 二 degG 一 g 十 1. 


以 QD,G) 表 示 线 性 码 Lc(D,G) 的 对 偶 码 , 则 在 degG> 2g 
一 2 时 ,f2c(D,G) 的 信息 位 数 宇 n 一 degG 十 g 一 1, 最 小 距离 之 degG 
一 2g 十 2. 并 且 当 2g—2<degG<n 时 ,lf2c(D,G) 的 信息 位 数 二 nn 一 
degG+g—l. 


注 记 :事实 上 ,线性 码 Qc(D,G) 可 由 函数 域 上 的 微分 来 给 出 
更 直接 的 定义 . 

Zc(D,G) 和 HeCD,C) 都 叫 作 代数 几何 码 . 它 的 构 作 方式 非常 
灵活 ,我 们 可 以 选取 各 种 代数 曲线 C,C 上 的 下 一 点 P; ytte Pa A 
K T D. 1982 4£,Tsfasman, Vladut 和 Zink 三 人 使 用 模 曲 线 构 作 
代数 几何 码 , 第 一 次 得 到 了 超过 Varshamov-Gilbert 渐 近 界 的 线 
性 码 . 这 是 纠 错 码 理论 的 一 个 重大 的 突破 ,证 明 用 到 模 形 式 和 椭圆 
曲线 理论 近 30 年 来 的 理论 成 果 . 自 那 时 起 的 十 多 年 来 ,代数 几何 
码 的 研究 引起 数论 和 代数 几何 学 家 的 极 大 兴趣 ,纷纷 对 各 种 代数 
曲线 (椭圆 曲线 ,Hermite HA. RHR. BRA HRS HER 
数 几 何 码 的 结构 (明显 构 作 生成 矩阵 或 校 验 和 矩阵 ,决定 最 小 距离 的 
值 ,决定 码 的 自 同 构 群 以 及 何 时 为 循环 码 等 ). 1995 年 ,Garcia 和 
Stichtenoth 用 Artin-Schreier 曲线 这 种 更 为 初等 的 方法 构 作 出 超 
过 Varshamov-Gilbert 界 的 代数 几何 码 .在 所 有 这 些 研究 中 ,人 们 
最 为 关注 的 是 代数 几何 码 的 纠 错 译 码 算 法 . 目前 译 码 算法 已 有 很 
大 进展 . 一 旦 译 码 算法 完全 达到 技术 上 实用 的 程度 , 它 将 取代 
BCH 码 ,而 通信 工程 师 们 将 要 学 习 代 数 数论 和 代数 几何 知识 . 

从 Goppa 定理 看 出 ,为 了 构 作 性 能 好 的 代数 几何 码 , 需 要 n 
很 大 , 即 曲 线 C 在 上 有 很 多 点 ,因为 对 于 码 Lc(D,G),d 之 n 一 
degG, 而 对 于 它 的 对 偶 码 Qc (D,G), 传 输 效率 为 之 
"一 8C 十 8 一 1 于 是 从 代数 几何 码 的 研制 中 产生 了 一 个 纯 理论 
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问题 ;对 于 亏 格 为 给 定 值 g 的 所 有 F 上 曲线 C, 点 集合 CR) R 

大 可 能 是 多 少 ? 以 N,(C) 表 示 F, 上 代数 曲线 C 的 FF- 点 个 数 ， 

N《g) 表 示 亏 格 为 g 的 曲线 CC 的 -点 最 多 个 数 . 即 
N,(g)=max{(N,(C)|g(C)=g)}. 


再 令 Ag) =lim 2, 问题 是 决定 N,(g) 和 4A(g) 的 值 . 这 个 问 
题 引 起 了 许多 数学 家 (包括 一 些 著名 数学 家 Serre, Ihara ,Manin,， 
Drinfeld 等 人 ) 的 兴趣 . 根据 韦 依 定理 , IN, (CC) —(gtli< 
2gV q . Serre 又 作 了 改进 |N,(C) 一 (g 十 1) | 二 2g[V gq ], 由 此 可 
HM ACQ) <2[ Vg J]. 1983 年 ,Drinfeld 和 Vladut 把 它 又 改进 为 
Alq) vq 一 1. 而 1982 年 Tsfasman 等 三 人 和 1995 年 Garcia 二 
和 人 分 别 用 模 曲 线 和 Artin-Schreier 曲线 构 作 代数 几何 码 的 工作 ， 
实际 上 证 明了 当 9 WEAR AOS V9 一 1. 所 以 对 于 9 WHE 
方 数 的 情况 已 经 决定 出 A(g)= Vg 一 1. 对 于 9 为 非 平方 数 的 情 
形 这 个 问题 还 未 解决 ,下 界 4A(g) 之 clogg 是 由 Serre 得 到 的 . Serre 
下 界 昌 然 与 土 界 相差 甚 远 ,但 却 用 了 很 高 深 的 数论 方法 :函数 域 的 
类 域 塔 . 

我 们 知道 , 数 域 K 的 最 大 不 分 歧 阿 贝尔 扩张 天 , WE 天 的 希 
尔 们 特 类 域 , 而 类 域 论 表明 K,/K 的 伽 罗 华 群 同 构 于 天 的 理想 类 
群 ,所 以 LK, : K]=ACK) (CK 的 理想 类 数 ). 进而 ,以 K: ERK, 
的 希 尔 伯 特 类 域 , 则 [K, : K, ]=ACK,). 一般 地 ,以 KK, ,表示 K, 
的 希 尔 伯 特 类 域 , 则 LK, : K,]==h(K,). 希 尔 伯 特 在 《数论 报告 》 
中 间 :是 否 对 某 些 数 域 玉 存在 无 限 的 类 域 塔 , 即 每 个 OK, ,都 大 于 
K OX tS Fuh ACK, H>)? 这 个 问题 在 1964 年 由 前 苏联 数 
学 家 波 列 维 奇 和 沙 弗 列 维 奇 解决 , 李 们 对 某 些 二 次 域 开 证 明了 类 
域 塔 是 无 限 扩大 的 . Serre 把 这 种 方法 用 到 函数 域 上 ,得 到 AC) 
下 界 . 以 后 有 许多 人 用 此 方法 得 到 了 N,(g) 的 上 下 界 优 于 韦 依 结 
果 (g 二 1) 一 2g Vg 二 Ns(g) 世 (gq 十 1) 一 2g Vg ,并 且 对 某 些 v Mg 
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决定 出 N,(g) 的 值 . 
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8 5.3 大 数 分 解 和 公开 密 钥 体 制 


密码 和 纠 错 码 的 功能 完全 不 同 , 纠 错 码 是 希望 信息 在 传输 中 
不 产生 错误 ,并且 有 能 力 纠正 微小 的 错误 ,而 密码 则 是 人 为 地 把 发 
出 的 信息 加 密 ,使 得 第 三 者 在 收 到 时 不 能 恢复 原始 信息 ,但 是 真正 
的 收 方 要 能 够 恢复 原文 (去 密 ). 在 无 线 通 信 时 代 , 信 息 很 容易 被 外 
人 所 窃取 、 纂 改 和 仿造 ,所 以 信息 加 密 愈 来 愈 变 得 重要 . 随 着 通信 
领域 的 扩展 ,信息 安全 问题 已 不 局 限于 在 国家 外 交 和 军事 等 领域 ， 
而 广泛 深入 到 人 类 生活 各 个 领域 ,特别 是 经 济 领域 (如 电子 商务 )， 
传统 通信 中 的 许多 功能 (如 签名 ,身份 认证 ,仲裁 , 密 钥 分 配 和 共享 
等 ) 在 电子 通信 系统 中 如 何 实现 ?如 何 设计 和 实现 多 功能 的 安全 协 
议 ? 如 何 评价 一 个 体系 是 真正 安全 的 ? 这 就 提出 了 许多 新 鲜 有 趣 
并 且 在 应 用 领域 非常 重要 的 数学 问题 . 比如 A N B 是 否 知道 某 个 
问题 x 的 答案 . 在 很 多 情形 下 4 的 用 意 并 不 在 于 和 弄 清 B 是 否 知 
道 , 而 是 4 自己 想 从 B 那里 “ 套 出 ”问题 x 的 答案 . 所 以 B 应 当 有 
一 种 办 法 来 表明 他 自己 知道 问题 x 的 答案 ,但 是 对 答案 本 身 是 什 
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么 却 不 能 透露 出 任何 信息 ,这 就 是 近年 来 发 展 的 “ 零 知 识 证 明 " 问 
fl. 

目前 的 通信 已 不 再 是 两 个 人 之 间 的 联系 ,而 是 由 众多 计算 机 
和 通信 设备 组 成 的 多 用 户 的 通信 和 网络. 用 户 A 向 用 户 B 发 信息 
7, 要 把 它 加 密 为 Ess) = y ,而 用 户 收 到 y 之 后 要 能 够 去 密 : 
Da(y) = x. Ex 和 Da 分 别 叫 作用 户 4 的 加 密 和 去 密 的 密 钥 ,其 
中 DaE4 二 1( 恒 等 运 算 ). 这 些 密 钥 只 有 4 和 B 之 间 知 道 , 外 人 不 
知道 而 且 破 译 密 钥 非常 困难 . 如 果 用 户 有 2 个 , 则 每 个 用 户 都 要 有 
2n 一 1) 套 密 钥 (他 和 其 余 ” 一 1 个 用 户 相 互通 信 的 密 铀 系统 ) , 整 
个 通信 网 络 共 需 设计 ann 一 D 套 密 钥 系统 . 当 很 大 时 ,每 个 用 
户 需要 保存 并 且 不 停 地 更 换 大 量 密 钥 , 而 密 钥 的 丢失 是 很 严重 的 
问题 . 这 个 问题 长 期 未 能 得 到 有 效 地 解决 ， 

1976 年 ,美国 年 青 的 数学 家 和 计算 机 专家 Diffie 和 Hellman 
提出 一 种 新 的 保密 体制 ， 叫 作 公开 密 钥 (public key) 体 制 ， 这 种 体 
制 的 关键 是 使 用 所 谓 ” 单 向 ”(one way) 函数 E 作为 加 密 密 钥 . 所 
WEKA E BG Ea Di. a ERR D—E 
是 非常 困难 的 .2” 个 用 户 4;(1 <ticn) 当中 每 个 人 A 都 选取 一 个 
ARR E 作为 自己 的 加 密 密 钥 并 把 它 公 之 于 众 , 但 是 把 D= 
E' 作为 自己 的 去 密 密 钥 保 存 起 来 ,只 有 自己 知道 .n 个 用 户 的 加 
HE Sign) 可 以 装订 成 册 , 就 像 电话 本 一 样 可 供 任何 人 
查阅 . 当 A 把 信息 x 传 给 A, 时 ,4, 在 公开 的 密码 本 上 查 到 A, 的 
加 密 密 钥 已 ,4, 把 y = E(x) fE A. A; 在 收 到 密 文 y 之 后 用 只 
有 上 自己 知道 的 去 密 密 钥 DD; 作用 于 y, 就 得 到 A; 传 给 他 的 明文 x 
= Diy). 对 于 第 三 者 来 说 ,即使 他 截获 到 密 文 y 并 且 也 知道 是 
A, RR A; 的 ,在 查 到 EE; 之 后 很 难 求 出 D;, 所 以 不 能 把 y 恢复 成 
明文 x. 

对 于 这 种 公 密 体制 ,每 个 用 户 A 只 需 保存 一 个 密 钥 D;, 从 而 
解决 了 长 期 困扰 人 们 的 密 钥 保存 问题 .此 外 ,这 种 体制 还 解决 了 长 
期 存在 的 另 一 个 难题 , 即 信息 的 签名 和 认证 问题 .如果 A; 发 出 信 
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息 是 向 A, 要 一 笔 钱 ,4) 需要 4, 在 这 条 信息 上 签名 ,以 防止 别人 
冒名 顶替 . 公 钥 体制 可 以 作 这 件 事 :A; 先 用 自己 的 D; 作用 于 xz( 签 
名 ), 把 y = D(z) 传 给 A. A; 收 到 后 用 查 到 的 E: 作用 y, 恢 复出 
明文 x = Ely), 这 便 认 出 信息 确实 来 自 A;, 因 为 只 有 A ACA 
if D;. 进而 ,还 可 同时 进行 加 密 和 签名 两 种 功能 :4, 把 信息 r 连续 
作用 乙 ( 签 名 ) 和 五 (加 密 ) 4 y = E, D:a) (84 A. m A; Hy 
续 作 用 DCERA E;( 认 证 ), 得 到 ED O) = ED,E,D,(x) = 
ED;(x) 一 工 ,从 而 恢复 明文 ， 

公 钥 体制 提出 之 后 ,由 于 解决 了 密 钥 保存 和 数字 签名 问题 , 引 
起 通信 界 和 数学 界 的 很 大 反响 . 一 时 间 人 们 设计 出 五 花 八 门 的 公 
钥 具 体 方案 (背包 方案 ,中 国 剩余 定理 方案 …… ) ,这 些 方案 随后 又 
不 断 被 别人 攻击 和 破 掉 . 这 些 方案 的 核心 是 设计 单 向 函数 五 . 所 请 
被 破 掉 即 指 寻 找 出 求 五 一 的 好 算法 ,以 表明 采用 天 作为 加 密 密 钥 
是 不 可 靠 的 . 迄今 为 止 的 20 多 年 来 ,只 留 下 两 种 公 钥 方案 目前 被 
认为 是 可 靠 的 ,这 就 是 大 数 分 解 方案 和 离散 对 数 方案 . 它们 分 别 基 
于 大 数 分解 和 离散 对 数 问 题 . 经 过 数学 家 的 多 年 研究 ,目前 还 没 
有 好 的 算法 . 

我 们 在 上 节 已 经 说 过 ,目前 分 解 一 个 200 位 的 整数 (特别 当 它 
是 两 个 差不多 大 小 的 不 同 素数 之 积 时 ) 是 非常 困难 的 . BRE ZA 
制 出 现 一 年 之 后 ,1977 年 美国 麻 省 理工 学 院 的 三 位 年 青学 者 
Rivest ,Shamir 和 Adleman 提出 如 下 的 公 钥 方案 ,后 人 称 为 RSA 
方案 . 取 定 两 个 大 约 100 位 左右 的 不 同 素数 p WM RAN $5.1 
说 过 , 找 出 这 样 的 素数 p Mg 有 多 项 式 算 法 ). 令 N= pq. 则 它 的 
BK PL PRA A PN) = (p 一 1) 1). 然后 再 取 两 个 正 整数 e 和 
d ,使 得 ed = 1(mod p(n)) ( 当 n 很 大 时 ,这 样 的 数组 (e,d) 有 很 
多 ,可 供 不 同 人 使 用 ). 通信 时 把 明文 取 为 0,1,…,N 一 1 当中 的 整 
Koc BA ERNA y= E(x) = r (mod N), 即 y 是 必 模 和 
的 最 小 非 负 剩 余 . 而 去 密 密 钥 D 取 为 D(y) = (mod N). 由 欧 
拉 定 理 可 知 互 和 万 的 作用 是 互 道 的 , 即 DO) = x. 
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在 这 种 方案 中 入 和 e 是 公开 的 .由 e 求 4 需要 满足 ed = 
1(mod g(N)) ,但 是 这 必需 知道 PCN) = (p 一 1)(9 一 1) 的 值 . 由 
于 分 解 N= 二 pg 非常 困难 ,外 人 无 法 知道 POND ,所 以 无 法 由 e 求 
d. 

RSA 方案 刺激 了 人 们 对 大 数 分 解 的 竞赛 热潮 . 而 人 们 对 这 场 
竞赛 却 抱 着 完全 不 同 的 心情 . 到 目前 为 止 ,数学 家 们 运用 高 深 的 数 
论 知识 和 思想 ,创造 了 许多 新 的 改进 算法 ,尽管 有 更 大 的 数 被 分 
解 , 但 仍 是 亚 指数 型 算法 . 基于 此 ,目前 RSA 方案 已 经 应 用 到 实际 
领域 中 . 如 果 将 来 发 现 更 好 的 算法 ,使 大 数 分 解 不 再 困难 ,这 无 疑 
是 数学 家 的 胜利 ,也 意味 着 RSA 方案 的 破产 . 

我 们 在 上 节 已 经 介绍 了 二 次 簿 法 和 数 域 得 法 的 最 基本 因 想 
(因子 基 方法 ) ,现在 我 们 介绍 椭圆 曲线 算法 进行 大 数 分 解 的 基本 

i E: yy =r tarto 为 椭圆 曲线 ,其 中 4a,65E2,4a’; 十 2765 & 
0. 则 有 理 点 群 E(Q) 上 的 加 法 运算 定义 为 (ry) O azy) = 


(23543) ,其 中 
T; = k? — ©, ~~ Las¥3 = Yi 十 &(Zi -= x3). 
而 当 (X19y1) AE (L252) 时 ， k= T, 二 Gy) 一 (za，y2) 时 ， 
sate 


k= -一 一 一 .如果 运算 中 分 数 出 现 (a 关 0), 则 得 到 无 穷 远 点 0 


CREE (Q) HELE). 

现在 要 把 大 整数 入 FA TOR. 我 们 只 需求 出 入 的 一 个 真 
因子 d, 然 后 再 把 4d A N/d 分 解 . 我 们 随机 地 取 一 个 椭圆 曲线 E 
《有 上 述 形式 的 方程 ) 和 EE 上 一 个 整数 点 PP, 并且 使 (4ai 十 27&， 
N) = 1( 如 果 (4ai 十 277°,.N) £1, 常常 得 到 NN 的 一 个 真 因子 
(4a? 十 276°,N). 如 果 (4ai 十 275?,N) = NN, 我们 换 一 条 椭圆 曲 
线 ). 我 们 取 一 个 整数 BO 的 大 小 以 后 在 分 析 算 法 复杂 性 时 再 决 


定 ) ,再 取 C 为 大 于 Ni 十 1 十 2NM+ 的 一 个 整数 . 令 
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logC 
= Le» ez 
例如 若 N 是 一 个 10 位 数 ,B=20, 则 可 取 C=100700, 而 有 =2。 
310 e 57 e 75e 114 © 134 6 174 © 198, 

如 果 N 是 合成 数 , 则 它 必 有 素 因 子 pN? 由 于 Ua + 
27, N) =1,0H WER 是 有 限 域 fF, 上 的 一 条 椭圆 曲线 , 记 为 
.由 Hasse-Weil 定理 ,E, Œ F, LMA E, (F,) 的 阶 入 ,满足 
N,<pt1+2Vp <N7+14+2NT<C. WB EEK, WA BRAM 
概率 使 得 NN, 的 素 因子 均 不 超过 B. 这 时 由 的 定义 即 知 N,|k. 即 
对 五 ,上 的 整数 点 已 (坐标 mod p),P 的 上 倍 一 定 是 OC(mod b). 

于 是 我 们 依次 计算 下 列 点 的 mod N 坐标 : 

P, [2]P, [2]P, «+, [2eP], [2% + 3JP, [2% < 3:]P, =, 
[2% + 3%1P, [2% + 3% + 5]P, e+, [2% + 3% » 55]P, ee, (RIP. 
由 于 加 法 运算 表达 式 中 出 现 分 数 ,所 以 模 N 运算 时 分 母 与 N 互 
素 才 可 进行 下 去 .但 是 这 些 点 当中 有 很 大 的 概率 使 得 mod p 之 后 
RARER AP p 是 NN 的 一 个 素 因 子 ). 所 以 在 计算 上 述 点 列 的 
坐标 时 ,每 次 模 N 运算 对 出 现 的 分 母 ,需要 求 分 母 与 N 的 最 大 公 
办 子 , 有 很 大 概率 使 得 这 个 最 大 公 因 子 4 大 于 1. 如 果 dz<N ,就 得 
到 六 的 一 个 真 因子 . 如 果 d= 和 , 则 换 曲 线 玉 上 另 一 个 整 点 P' ,或 
者 换 一 条 椭圆 曲线 和 其 上 一 个 整 点 继续 作 下 去 ,一 直到 找 出 N 的 
一 个 真 因子 为 止 . 综 上 所 述 ,这 是 一 个 概率 算法 . 通过 对 算法 复杂 
性 的 分 析 , 得 出 取 B ~ exp( VlogNloglogN) 时 算法 最 佳 , 并 且 该 
算法 的 计算 量 为 exp V(1 F edlogN - loglogN , 即 为 亚 指数 型 算 
法 . 


现在 谈 离 散 对 数 问题 在 信息 安全 中 的 应 用 . 我 们 在 $5.1 中 

讲 过 ,所 谓 离散 对 数 问题 就 是 对 一 个 有 限 阿 贝尔 群 G 和 G 中 两 个 

TUR g 和 /= 一 6, 由 8 和 户 求 整数 rz(1 魏 z 委 1G1). 目前 对 许多 具 
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体 的 群 C, 这 个 问题 只 有 亚 指数 型 算法 ,所 以 人 们 用 它 来 实现 信息 
安全 的 许多 功能 . 例如 

(1) 密 钥 交换 . 用户 4 和 B 之 间 的 密 钥 常常 需要 更 换 , 所 以 
过 一 段 时 间 要 商定 一 个 新 的 密 钥 , 而 这 个 密 钥 不 能 被 外 人 知道 . 
1977 年 Diffie 和 Hellman 给 出 如 下 的 方案 :选取 一 个 有 限 阿 贝尔 
群 G 和 G 中 一 个 阶 数 很 大 的 元 素 g. 用户 4 随机 取 一 个 整数 zx， 
1<Kra SK |G| —1 HR gu ECG B. m B 也 随机 地 取 一 个 整 
数 zxs, lara |G|—1 ,计算 g 2 并 传 给 4. 4 收 到 gg 之 后 算出 
(gya BRR g”4 之 后 算出 (g”4)" .于 是 4 和 B 用 这 个 公共 值 
sete A. 外 人 只 知道 C,g,g”“ g. 由 于 离散 对 数 问题 是 
困难 的 ,由 这 些 资料 无 法 算出 zs 或 zs, 所 以 无 法 得 到 密 钥 ge. 

(2) 1985 年 ,EIGamal 用 离散 对 数 给 出 如 下 的 公 钥 方案 . 将 
Gig Mh=g 公开 ,但 是 x 保密. 设 4 要 把 信息 mx(E G) 传 给 B, 
A 随机 地 选取 A, 1 委 & 委 1C1 一 1 ,计算 a=g* Mb=h'm, PRE 
组 (a,b) E B. Bite pa 一 一 pg “=m ,恢复 信息 mx. BH x 
AA B 知道 .第 三 者 由 8g,h,a 和 65 计算 mm iRNR. 

(3) EIGamal 于 1985 年 用 离散 对 数 还 构 作 了 数字 签名 方案 ， 
假设 b 要 把 信息 m E Z/1G12 传 给 4, 二 人 事先 约定 一 个 一 一 对 
应 映射 f:G 一 2/1GIZ .公开 G,g Mh=g . McABACHS 
钥 . 方 法 是 :B 随机 地 选取 ,1 三 过 1G| 一 1,(%,|G|)=1. 计算 
a=g FF ARMAADE m = xf(a) + bk(mod1G|) 的 一 个 解 5 
€ 2Z/1G1Z .然后 把 (a,8)(B 的 签名 ) 和 信息 m 一 起 传 给 A. A 计 
Rho? ,验证 它 等 于 g”, 这 就 确信 信息 来 自 BB, 因 为 外 人 不 知 工 ， 
从 而 无 法 算出 4. 

在 目前 的 算法 中 ,G 取 成 有 限 域 F, 的 乘法 循环 群 Fi, 而 g 取 
成 它 的 一 个 生成 元 . 1987 年 ,Koblitz 建议 用 F, 上 椭圆 曲线 到 的 
点 群 E(Fq) ,而 g 取 成 其 中 的 大 阶 元 素 . 1988 年 Williams 等 人 建 
议 用 虚 二 次 域 的 理想 类 群 . 理想 类 和 二 元 二 次 型 有 一 一 对 应 关系 ， 
而 理想 类 的 乘法 对 应 于 高 斯 对 于 二 元 二 次 型 的 合成 运算 , 狄 德 金 
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把 二 元 二 次 型 理论 改造 成 理想 论 , 具 有 重要 的 理论 意义 , 现在 从 实 
际 需 要 又 把 理想 乘法 具体 用 高 斯 的 二 元 二 次 型 合成 运算 来 实现 ， 
充分 体现 出 理论 研究 和 应 用 领域 不 同 的 美学 标准 . 1992 年 一 1996 
年 ,Adleman 和 黄 铭 德 把 G 取 成 有 限 域 上 超 椭圆 曲 线 y = f(z) 
的 除 子 类 群 和 高 维 阿 贝 尔 簇 的 群 结构 . 
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§5.4 自 守 表 示 和 通信 网 络 
(Ramanujan 图 ) 


本 节 谈 如 何 设计 一 个 好 的 通信 网 络 . 一 个 通信 网络 就 是 一 个 
图 . 以 有 线 电 话 系 统 为 例 , 假 设 有 个 电话 用 户 ,表示 成 x 个 顶点. 
如 果 用 户 4 和 B 可 以 直接 通话 (有 电话 线 相连 ) CERAM B 
之 间 引 一 条 线 , 叫 作 以 4 和 B 为 两 端的 一 条 边 , 表 示 成 4B. 这 样 
由 x 个 顶点 组 成 的 顶点 集合 VV 与 一 些 边 组 成 的 集合 五 ,就 构成 一 
个 (无 向 ) 图 G = (V,E), 并 且 以 后 假设 图 是 简单 的 , 即 边 的 两 端 
是 不 同 顶 点 ,并 且 任 两 个 不 同 顶 点 之 间 至 多 有 一 条 边 . 

首尾 相 接 的 一 些 边 414,,A,A,,…,A,A,+1 组 成 图 G 的 一 条 
路 , 边 数 n 叫 作 路 长 ,这 时 ,4， 的 信息 通过 这 条 路 经 过 n 步 传 递 可 
达到 Am 如 果 图 中 任意 两 个 不 同 顶 点 均 有 路 相连 , 称 G 为 连通 
图 . 如 果 顶 点 A 向 外 一 共 引 出 条 边 ,k 叫 顶 点 4 的 次 数 ， 表示 成 
deg, TX k 条 边 的 男 一 端 叫 作 4 YR 个 邻居 . 如 果 每 个 顶点 的 
KGI k PRG 为 次 正则 图 . 在 连通 图 G 中 ,两 点 之 间 的 最 短 
路 长 叫 作 这 两 点 的 距离 ， 所 有 点 之 间距 离 的 最 大 值 叫 作 图 G 的 直 
径 ， 表示 成 d = d(G). 

设 G 是 nn 个 用 户 的 通信 和 网络 (x 个 顶点 的 图 ). 一 个 好 的 通信 
网 络 希 望 信息 传输 很 快 . 任何 用 户 的 信息 经 过 d = d(G) 步 都 能 传 
给 网 络 中 所 有 用 户 , 并 且 d 是 满足 此 条 件 的 最 小 值 . 所 以 我 们 希 
AH d 愈 小 愈 好 . 显然 4d 达到 最 小 值 1 当 且 仅 当 任意 请 个 不 同 
项 点 都 有 边 相连 ,这 样 的 ”点 图 叫 作 完全 图 ,表示 成 天 ,. K, 共有 
n(n 一 1)/2 RW. 当 nn 很 大 时 ,这 种 网 络 很 不 经 济 : 所 以 我 们 设 每 
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AS RAR EY AB EE k 或 者 考虑 比较 简单 的 情形 , 即 每 个 点 的 次 
ROJA kk <an) , 即 G 为 次 正则 图 的 情形 . 我们 要 问 :n 点 次 
正则 图 的 最 小 直径 是 多 少 ? 
通信 中 衡量 网 络 效率 的 另 一 个 参量 叫 作 放大 系数 . w XER 
顶点 集合 的 子 集合 . 如 果 某 个 时 刻 X 中 所 有 用 户 均 知道 某 个 信 
a. 然后 X 中 每 个 用 户 把 信息 传 给 他 的 所 有 邻居 ， aR 时 刻 知 
BEC ROAD RE 
= iv E V|v § X, FE r CX uh xc HB). 
网 络 C 的 放大 系数 定义 
C = C(G) = min { 


[ax | Liy 
Z IX CVX <I aa 


例如 当 ”为 偶数 时 c(K,) = 1, Mna WARN, c(K,) = 


果 C 不 是 完全 图 , 则 OSc<1. 当 网 络 很 大 时 决定 放大 系数 是 相当 
困难 的 . 那么 ,n 个 顶点 的 次 正则 图 ,其 放大 系数 最 大 值 是 多 少 ? 
如 何 具 体 构 作出 CC(G) 很 大 的 n 顶点 次 正则 图 ? 更 一 般 地 ,如 何 
构 作 出 一 个 次 正则 图 序列 ， 使 得 项 点 个 数 趋 于 无 穷 ， 并 且 这 些 图 
的 放大 系数 都 很 大 ? 

构 作 这 种 理想 的 通信 网 络 族 的 第 一 一 个 系统 方法 是 由 非 尔 兹 奖 
获得 者 Margulis 于 1975 年 给 出 的 ,他 利用 了 无 限 群 表示 论 中 的 
Kazhdan 性 质 了 . ARRET UPRA HEAT, E Tr HYRE 
不 弧 立 于 其 它 西 表示 ;而 衡量 孤立 程度 是 用 所 谓 Kazhdan 常数 上 . 
注意 表示 集合 上 的 拓 杆 类似 于 通常 的 “ 紧 开 ” 拓 朴 ,但 是 紧 集 在 这 
里 改 用 群 三 的 某 个 生成 元 集合 . 所 以 平凡 表示 与 其 它 本 表示 的 
“距离 "天 依赖 于 生成 元 集合 的 选取 . Margulis tE AUR = SL,(Z) 
XZ CHAT 的 四 个 元 素 组 成 的 标准 生成 元 ,得 到 无 穷 多 个 
5 次 正则 双 分 图 ,其 放大 系数 均 为 K?/2. 这 里 ,一 个 图 叫做 是 双 分 
的 ,是 指 顶点 集合 V 可 以 分 拆 成 两 个 部 分 和 ,使 得 图 中 所 有 
边 均 是 一 端 在 V, 另 一 — Mi FE V2. 1981 年 Gabber 和 : Galil 改 用 r 
的 男 外 四 个 元 素 作 为 生成 元 ,得 到 另 一 一 个 5 次 正则 图 族 ， 其 常数 天 

e 260° 


可 以 明确 计算 出 来 . 此 后 ,又 陆续 构 作 出 放大 系数 不 断 改进 的 通信 
网 络 . 

差不多 与 此 同时 ,人 们 发 现 一 个 好 的 通信 网络 可 以 用 一 个 代 
数 不 变量 来 控制 . 这 个 不 变量 是 图 的 次 根 . 对 于 一 个 顶点 图 G， 
设 顶 点 集合 为 V = {vuu ,如 下 构 作 n RAH A = ACC) 
二 (a;;), 其 中 

o jl; 车 图 G 中 有 边 viv;， 
“lo, 否则 . 

这 是 一 个 n 阶 实 对 称 方 阵 ,所 以 A 的 个 特征 根 都 是 实数 .将 这 
I6 EE TIE AR AR BI) AR HH AeA ee A AG HER MEN 
连通 图 , 则 当 G 是 双 分 图 时 A=2.4,,=-2L, HERR HAH 
值 均 小 于 4. 若 C 不 是 双 分 图 , 则 à =k, E E R A e t E 
F k. FIERE Al 当中 小 于 A 的 那些 的 最 大 值 叫 作 图 G 的 
次 根 ,表示 成 4 二 4(G). 用 方 阵 A = ACG) ER G 的 关联 方 
阵 ) 的 各 种 代数 特性 来 刻 划 和 研究 图 G 的 各 种 图 论 特性 ， 是 图 论 
的 一 一 个 专门 方向 ， 叫 作 代数 图 论 ， 例如 ,对 每 个 正 整 数 /, 令 A = 
(ai?) Wa? 就 是 图 G 中 以 顶点 v 和 wj 为 两 端 长 为 / 的 路 的 个 
A. VI D 表示 对 角 方 阵 , 其 主 对 角 线 元 素 为 (degv, res degu, ) » 则 
iM L= L(G) = D 一 AG) BEE MARE ,特征 根 为 SLS 
… 魏 /如果 CC 是 上 次 正则 连通 图 , 则 万 一 &7, 而 G=k— à. FB 
lo 二 0 MHA L 均 为 正 实数 . 

人 们 陆续 发 现 通信 网络 的 特性 和 图 的 特征 根 之 间 有 如 下 的 关 
系 : 

(1) 设 C 是 连通 图 并 且 每 个 顶点 次 数 均 不 超过 A,c 表示 G 
的 放大 系数 . 则 


CÈI = A (Tanner,1984), 


s Ü AA: 
l, 之 了 十 5,3 (Alon Milman,1985). 
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(2) (1989.@F74) AGAn TRAH k REWER, 


则 


logn — 1 
dO) S ogh / MG)’ 


对 于 上 次 正则 连通 图 , ACG) >k — k . KER En MM ACG) 小 
的 连通 正则 图 ,有 大 的 放大 系数 C 和 小 的 直径 ,这 正 是 好 的 通信 
网 络 . 例如 对 个 顶点 的 完全 图 K, AEDE AK) Bn BA 
阵 , 主 对 角 阵 上 元 素 为 0, 其 余 元 素 均 为 1. 它 的 特征 根 为 x 一 1 和 
一 1(n 一 1 BR), FRAG = 1 .这 虽然 是 好 的 通信 网络, 但 很 不 
经 济 ( 边 数 太 多 ). 于 是 人 们 问 ; 对 于 固定 的 正 整数 ,一 个 次 正 
则 连通 图 G 的 次 根 AO 能 小 到 何 种 程度 ? 我 们 有 如 下 的 渐 近 性 
FR 


定理 设 iG,} 是 任意 一 as G, 的 项 i BUG 
于 无 穷 , 则 lim4(G,) > 2Vk 一 


这 个 结果 最 早 是 Mckay 于 1981 年 证 明 的 ,后 来 人 们 又 给 出 
许多 种 证 明 方 法 和 不 同 的 理解 方式 . 一 种 是 随机 的 观点 ;在 所 有 


次 正则 连通 图 当中 , 绝 大 多 数 图 的 次 根 都 在 2 VET GE. 另 一 种 
是 覆盖 的 观点 :所 有 次 正则 连通 有 限 图 G 都 存在 一 个 通用 的 要 
盖 , 即 是 次 正则 无 限 树 Ti. T 有 无 限 多 个 顶点 ,每 个 顶点 有 大 个 
邻居 并 且 没有 回路 对 每 个 4 次 正则 连通 有 限 图 G 均 存 在 T, 的 
自 同 构 群 的 一 个 子 群 ,使 得 Ty 对 于 N 的 “ 商 图 "就 是 G. 考虑 定 
义 在 T 的 无 限 个 顶点 上 的 实 函 数 全 体 ( 记 为 5), 这 是 实 线性 空 
E. 可 以 定义 其 上 的 一 个 线性 算 子 x ;对 每 个 SES, wf) 在 顶 
点 v 处 的 取 值 为 在 wv 的 个 邻居 上 取 值 之 和 ,这 正 是 有 限 图 半 
联 方 阵 的 一 种 (在 无 限 图 上 的 ) 模 拟 . 对 无 限 树 T, 赋 以 一 定 拓 朴 结 
构 , 由 此 使 S 为 希 尔 伯 特 空间 ,而 .x7 是 $ 的 有 界线 性 自 伴 算 子 . 
BARR T. 的 自 同 构 群 在 空间 S 上 的 表示 理论 ,得 到 算 子 .x 的 
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次 根 为 2 v& 一 1. 然后 经 过 * 商 ”运算 可 知 & 次 正则 连通 有 限 图 族 
YR ARR RAS? v& 一 1. 图 覆盖 方法 和 上 述 表 示 论 工具 在 历史 上 
曾经 用 来 研究 无 限 群 的 许多 深刻 性 质 . 例如 证 明 Schreier 定理 ( 自 
由 群 的 子 群 是 自由 群 ) 和 Ihara 定理 (9Z:(@r) 的 无 扭 子 群 为 自由 
群 ) 等 , 详 见 Serre《 树 》 一 书 . 第 三 种 观点 是 把 图 看 成 是 紧 黎 曼 流 形 
的 离散 模拟 , 紧 黎 曼 流 形 上 的 拉 普 拉 斯 算 子 对 应 于 图 的 顶点 集合 
上 的 函数 , 它 的 矩阵 表示 就 是 工 = D-4( 从 而 二 也 叫 作 图 的 拉 普 拉 
斯 算 子 ). 将 微分 几何 与 调和 分 析 的 各 种 结果 离散 化 ,可 以 得 到 用 
G 的 谱 ASA, Se SA, REM BE dG) 和 其 它 图 参数 的 各 
种 结果 . 

基于 上 述 定 理 ,Lubotzky ,Phillips 和 Sarnak 三 人 于 1988 年 
引 人 下 面 的 概念 . 


定义 上 次 正则 连通 图 G 叫 作 Ramanujan 图 ,是 指 A(G) < 
2vk— l. 


例如 对 =2,2 次 正则 连通 图 即 是 个 点 连 成 的 一 个 回路 
Ci. Cn 的 大 根 为 2, 所 以 次 根 4(C,) <2 = 2Vk 一 1 .这 表明 每 个 2 
次 正则 连通 图 均 是 Ramanujan 图 . 4 >23 时 ,Ramanujan 图 的 构 
作 方 法 是 用 群 来 构 作 Cayley 图 . | 
WM 是 有 限 群 ,S AM 的 一 个 子 集合 ,1&S HA S=S7'. 如 
下 构 作 图 G 二 G(M,S) :G 的 顶点 集合 为 M, 而 对 每 个 顶点 eE 
MM, 它 的 邻居 为 ag (g E S) .这 个 图 叫 作 群 M 对 集合 5 的 Cayley 
图 .不 难看 出 这 是 次 正则 图 ,其 中 《 = |S|. HAC 是 连通 的 当 
且 仅 当 集 合 SERE G.M = {v,,,v,} WAG 的 关联 方 阵 
AA = A(G) = (au), 其 中 
l fu, 'v,€ S, 
0, 否则 . 


Qij = 
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这 正 是 Frobenius #07 # my W BY BBA Jt EE BS REJE E, BY A H 
有 限 群 M 的 复 表 示 理 论 来 计算 方 阵 AG) 的 特征 根 . 特别 当 M 
E n WARM DRAM, AGG 的 个 特征 根 为 


A(X) = Xx), 


Hp x 过 群 M 的 个 特征 . 当 X 为 平凡 特征 ( 取 值 恒 为 1) 时 ， 
A(X) = |S| 即 是 图 G 的 大 根 . 而 次 根 的 估计 就 归结 于 上 述 特征 和 
的 估计 . 有限 域 上 代数 曲线 的 韦 依 定理 ,有 限 域 上 高 维 代 数 艇 的 
Deligne 定理 以 及 自 守 表示 上- 函数 的 零点 结果 都 可 以 给 出 上 述 特 
征 和 绝对 值 上 界 估计 的 许多 深刻 结果 . 利用 这 些 结 果 , 李 文 御 
(1992 年 ) 采 用 各 种 有 限 阿 贝尔 群 M 和 适当 的 子 集 S, 构 作 了 一 系 
列 Ramanujan 图 . Terras 等 人 用 有 限 非 阿 贝尔 群 GL, CF) 构 作 出 
g 十 1] 次 Ramanujan 图 . 

基于 通信 网 络 背 景 , 人 们 提出 如 下 的 问题 : 

对 于 每 个 正 整 数 & 之 2, 是 否 存 在 无 限 个 4 次 Ramanujan 图 族 

Gn} ,使 得 当 m 一 十 ceo 时,C。 的 顶点 数 趋 于 十 co? 

当 & 王 2 时 ,， (C,|n = 3,4,5,…) 就 是 这 样 的 图 族 . 第 一 批 非 
平凡 的 例 子 是 由 Lubotzky ,Phillips 和 Sarnak 用 无 限 群 的 自 守 表 
示 理 论 给 出 的 . 

考虑 局 部 域 0,(p AR RM). E CLO) 的 每 个 元 素 


有 对 应 于 OO 中 一 个 格 工 三 Ze Bl per Fete = | 


2 = 


| | Gli Or) 中 元 素 g 和 gs 对 应 同一 个 客 当 且 仅 当 g'e: E 


GL,(Z,) .所 以 可 把 商 群 GL,(Q,)/GL2(2Z,) SAF QO, 中 的 格 集 
合 .进而 , 格 L AL, 相似 是 指 存在 zxE Q; E Li rl. FRR 
M = GL,@,)/GL,(Z,)Q; | 
等 同 于 Q; 上 格 的 相似 等 价 类 集合 . 如 下 构 作 一 个 图 了 :7 的 顶点 
集合 为 时 ,而 顶点 vi Mv, 有 边 相 连 当 且 仅 当 相 似 等 价 类 v Hv, 
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中 分 别 有 格 LL, PH L A Li 的 子 格 ,并 且 LL tL.) = pGE 
RELL : Lj = p WUL : pLij==p, 从 而 这 定义 出 边 v1v,). 不 难 


证 明 格 g = ° | 的 相似 类 共有 p 十 1 ABR e+ hip A = 


[人 |<u<p 一 上 D 和 |。 |. 由 此 可 知 了 是 2 十 1 次 无 限 下 
WH To GLOD 的 适当 子 群 六 作用 在 了 上 ,其 商 图 X= 个 \T 
二 NGL2(Q,)/GL2(2,)Q; 就 是 p 十 1 次 正则 有 限 图 . U S 表示 图 
XX 顶点 集合 上 的 隐 数 全 体 ,每 个 函数 ES 可 以 看 成 是 
GL, (Z,)Q" 不 变 的 GL,(Q,) ER AF eam. 用 Adèle 语言 将 上 述 
群 作 一 些 变 换 , 则 f RA GL, (Ag) 上 的 权 2 类 点 自 守 形 式 .图 XX 
的 关联 矩阵 AX) ERZES 上 的 线性 算 子 ,在 上 面 的 变换 下 它 
恰好 是 权 2 自 守 形式 空间 上 的 Hecke AFT, 于 是 利用 GL, (Ag) 
的 表示 理论 :对 于 平凡 表示 ,Hecke 算 子 了 ,的 特征 函数 即 为 常 值 
盟 数 ,而 特征 根 p+] 即 是 图 X 的 大 根 . 对 于 非 平 凡 表 示 , 特 征 函 
数 为 权 2 尖 点 自 守 形式 ,根据 Deligne 证 明 的 Ramanujan-Peters- 
son 猜想 ,这 些 自 守 形式 作为 了, 的 特征 函数 ,其 特征 根 4 满足 14| 
二 2V p <2V7k—1. 即 上 面 作出 的 p 十 1 次 正则 图 X 的 次 根 ACX) 
<2Vp ,从 而 为 Ramanujan 图 . 取 不 同 的 群 工 可 给 出 p 十 1 次 正 
W| Ramanujan 图 族 . 换 句 话说 ,对 每 个 素数 p, 存 在 着 PP 十 1 次 正 
MU Ramanujan 图 族 . 1988 年 , Drinfeld 对 于 函数 域 情形 证 明了 
GL, 上 关于 Ramanujan 猜想 的 模拟 ， 利 用 这 个 结果 ,Morgenstern 
于 1994 年 对 每 个 素数 寡 9, 证 明 存在 9 十 1 次 正则 Ramanujan 图 
族 . 对 于 其 它 & 值 次 正则 Ramanujan 图 族 的 存在 性 问题 至 今 未 
能 解决 . 


与 Ramanujan 图 有 关 的 是 近年 来 人 们 关注 的 另 一 个 有 趣 的 
图 论 问题 ;图 的 zeta 函数 . 它 最 早 由 :hara 于 1966 年 给 出 定义 ,用 
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来 研究 p-adic 域 上 2 阶 射影 群 的 离散 子 群 .1990 年 前 后 
Hashimoto 把 它 推广 成 Artin 工 -函数 在 图 上 的 一 种 类 比 , 用 来 研 
究 p-adic 群 的 表示 . 与 此 同时 Sunada 研究 图 上 的 zeta BW. ATE 
是 紧 黎 曼 流 形 拉 普 拉 斯 算 子 的 谱 构 作 的 Selberg zeta 函数 的 离散 
化 形式 .在 后 来 对 图 zeta 函数 的 研究 中 ,H. Bass(1992) 使 用 了 更 
多 的 代数 工具 ,Venkov 和 Nikitin 则 采用 Selberg 迹 公 式 ,Stark 
和 Terras (1996) 使 用 较 初 等 的 组 合 方法 ,并 且 给 出 一 些 有 趣 的 例 
子 以 显示 与 数 域 zeta 函数 的 相似 . Foata 和 Zeilberger(1999) BF 
了 图 上 zeta 函数 与 符号 语言 学 之 间 的 联系 . 

现在 介绍 图 的 zeta 函数 定义 和 基本 性 质 , BEX 为 连通 (简单 ) 
图 . 若 wivzyvzzs 5 Um—1Um vmv1 均 是 图 中 的 边 ， 称 它们 是 一 人 条 长 为 
m 的 回路 ,并且 表示 成 C 一 (oo tn). 以 Lc) 表示 它 的 长 度 
m. 回路 c 叫 作 无 返回 的 ,是 指 对 每 个 i(2 志 i 人 mm) ,vi- E in G 
un 二 v1). 例如 下 图 是 长 为 9 的 无 返回 的 回路 ， y. w 
去 掉 尾巴 成 为 无 尾 的 回路 (U3 9U49Us9Ug9U7). 
无 返回 和 无 尾 的 回路 叫 作 约 化 回路 . AL y 
的 约 化 回路 (vi ,vs,… ,vi) 和 (wi ,Ue yt) 叫 作 
等 价 ,是 指 存在 整数 d ,使 得 v = utall Sigil, 
顶点 的 下 标 mod 2). 以 [cj 表示 约 化 回路 C 的 等 
价 类 . 对 两 个 回路 C= wn MC = (Cy, nop 
e,un). QR v1 一 ui, 则 回路 CUa Um = Uy 
ott? sUn) 叫 作 C 和 C' 的 乘积 ,表示 成 C。C'. 约 
化 回路 C 叫 作 本 原 的 , 则 指 不 存在 回路 C 和 整数 :> 2, 使 得 C = 
(C Y. 


V: 


图 16 


定义 (Ihara) ”对 每 个 连通 图 六, 它 的 zeta 函数 定义 为 
Z: D) = [|a ~ wo) 
[Cc] 
其 中 LC 过 XX 的 所 有 本 原 回路 等 价 类 . 
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在 代数 拓 朴 中 ,连通 图 X 看 作为 一 维 复 形 ,对 任意 顶点 v, 以 
v 为 起 点 和 终点 的 所 有 回路 ( 即 闭 链 ) 的 同 伦 类 对 于 上 面 定 义 的 运 
RERET = x,(X,v) , 叫 久 的 基本 群 .这 是 秩 为 r 的 自由 群 ,其 
中 r= 图 X 的 边 数 一 图 X 的 点 数 十 1. 不 难看 出 , 约 化 回路 等 价 类 
[Cj] AMAT pR C 的 共 轿 类 {C} 是 一 一 对 应 的 . 将 回路 C 看 成 
是 群 nX, o) 中 元 素 时 ,车 C 关 1, 则 CC 在 此 群 中 的 中 心 化 子 为 循 
环 群 . 而 C 是 本 原 回路 当 且 仅 当 C 的 中 心 化 子 是 由 C 生成 的 循环 
FE. 由 代数 拓 朴 知道 ,一 维 复 形 X 有 通用 覆盖 树 XC XW 十 
1)- 正则 图 , 则 XX 为 (g 十 1)- 正则 树 ). BARB = rX, 自然 
作用 于 X 上 ,并且 X 同 构 于 商 图 X/T. 于 是 图 X 的 zeta 函数 也 
可 表示 为 
Z, (0) = [Ja—wv©)-, 


tC} 


其 中 (C) DRAB Tr ABTA A RSE Cl), BE {c} Mie) 
Ay AB le] FE PER. 

EV = ti, 表示 图 X 的 顶点 集合 ， deg (v) =q; +1 
是 项 点 v 的 次 数 . 4 = AX) 为 前 面 定 义 的 图 X 关联 方 阵 ,Q = 
Q(X) A n 阶 对 角 阵 ,对 角 元 素 为 (191592，"* sqn) . WA X 的 边 数 


为 m= 三 了 (qj 一 1) ,于 是 (TM 表示 方 阵 M 的 迹 ) 


r—l=m—n=>S1@—-D=4T7T,Q-1). 
j=1 l 


图 X 的 zeta 函数 的 第 一 个 基本 结果 为 

(1) (Ihara) Zx(u) != (i — uv?) det J — Au + Qu”), 并且 
CEASA 1 的 整 系数 多 项 式 ; 

(2) 以 Nn 表示 X PKK m 的 约 化 回路 的 个 数 ， 则 
u (ogZx(u)) = == 2 Nnu” „BD  Zx(u) = exp >) Seyn), QE 


mæl 


意 此 公式 与 有 限 域 上 me zeta MAGE LHASA. ) 
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例 设 X=C, 是 二 个 顶点 组 成 的 一 个 回路 aS 3) , 则 本 原 
回路 (等 价 类 ) 只 有 两 个 (方向 不 同 ) ,长 度 均 为 ,因此 Zr Ge) = (1 
一 ww") ?. 或 者 用 结果 (2), 长 为 m 的 约 化 回路 个 数 

an, A; min, 
‘Ne = lo, 否则 . 
于 是 


Zx(u) = exp| 2S) Zu") = exp(— 2+ log(1 — u")) 
i 之 1 


= (] — uu"), 
ti, BY HHR), Zglu) b= det (1 +u) I, — Au) = A—u")?. | 
由 结果 (1) 知 :对 于 连通 (4 + 1) 次 正则 图 X, Zza) = A 
— uf) 'detCd1 + qu:)7, — Au), Hpr—-1= neg 1), 
关于 zeta KAA Ramanujan 图 的 联系 为 ， 
(3) 1X fi (+1) 次 连通 正则 图 . 则 X #& Ramanujan 图 当 
AM Zx) W EU FR SRE”. 
如 果 Zx = 0 #84 0< Re(s) < 1,00) Re(s) = 1 
进而 ,图 的 zeta 函数 满足 如 下 一 些 函 数 方程 . 
(4) 设 X 为 (g 十 1) 次 连通 正则 图 . 令 
Axu) = A — wG 一 qu)" Zalu) (mn 为 XX 的 
顶点 个 数 )， 
EP = (1 +a) i ow) — qu)"Zx(u), 
Fx) = A = wG + qu?)"Z x(a). 
则 AxGD) = (—1)" Adi EaD =i -| Fw) = Fy| a) 
接 下 来 讨论 图 的 覆盖 与 zeta RM ZARA. TEX MY 是 连 
通 ( 有 限 ) 图 . 顶点 集合 上 的 映射 r Y>X 叫 作 图 的 同 态 ,是 指 Y 
中 相 邻 顶点 映 成 和 中 相 邻 顶点 . 图 的 满 同 志 z 虽 作 了 对 六 的 一 
TAGE 这 个 覆盖 r HEET ERE TO 元 ,z WDA y 
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的 邻居 和 顶点 x BBE x 之 下 一 一 对 应 .如果 和 是 (9 十 1) 次 
正则 图 ,YY 为 X 的 不 分 收 覆 盖 , 则 Y 也 是 (g 十 1) 次 正则 图 ,并 且 
对 X 的 每 个 顶点 工 , 它 的 原 像 x-'(x) 均 为 Y 中 同样 多 个 (4 个 ) 顶 
点 .这 时 也 称 了 是 久 的 4 叶 覆 盖 . 一 个 4 OF YX OE Ai 
罗 华 覆盖 ,是 指 Y 有 4d 个 自 同 构 o, 使 得 对 每 个 顶点 yEY， 
T(0(y)) = ay). 这 4 个 目 同 构 形 成 群 ,表示 成 Gal(Y/X) i r 
的 狂 益 群 ,这 些 概 念 来 源 于 歼 曼 面 的 覆盖 理论 ,而 图 的 伯 罗 华 履 盖 
类 比 于 数 域 (或 函数 域 ) 的 伽 罗 华 扩张 . 

(DRX 和 了 了 均 为 (9 十 1) 次 连通 正则 图 , 若 立 是 X 的 覆盖 ， 
则 多 项 式 ZOD ”为 多 项 式 Aa HBF. CH 
Zy(u) '/Zx(u) | € Zu], 这 类 比 于 至 今 未 完全 证 明 的 Artin 猜 
a L/K 为 数 域 的 扩张 , 则 Si(s)/Sx(s) 是 全 纯 函 数 .) 


图 17 
例 (Stark 一 Terras) ALY BAX Bees. W Ge x FEY 
中 两 个 顶点 V' 和 aon 中 顶点 vv = a,b,c,d). 这 是 2 Ot 
ži, m Gal CY/X) = ;}, 其 中 了 为 Y 的 恒 等 自 同 构 ,而 o 把 Y 
的 顶点 v 和 vw’ 互 换 oi =a,b,c,d), 用 结果 (1) 可 算出 
Zx(u) = (1 — u*)* plu), 
Zya) = (1 PA — a t+ Qu) ta + uC 一 
u + du‘) plu), 
HP p(w) = 1 — w) (1 — 2a) (1 Fa + 202), 事实 上 ,可 以 构 作 
出 图 了 的 三 函数 Ly (ux) ,其 中 XX 是 群 Gal(Y/X) = {1,0} 的 非 
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平凡 特征 ,使 得 Zy (a) = Zy (a) + LyX), 就 像 对 数 域 二 次 
扩张 L/K, ELCs) 一 Cx (s) °C. (5,X%) RP ELCs, X) 是 Artin L-K. 

事实 上 ,更 一 般 地 , 若 n YX AA E AE a a A a Y 和 
三 不 必 正 则 ), 则 多 项 式 Zx Cu) ! 是 Zy(u) AAS. Stark-Terras 
给 出 一 些 有 趣 的 例子 ,以 显示 与 数论 zeta 函数 许多 结果 的 相似 之 
处 .如 上 所 述 , 图 zeta 图 数 的 研究 来 源 于 数学 许多 领域 . 能 否 用 它 
得 到 图 论 本 身 的 新 结果 ,特别 地 ,能 否 用 来 构 作 新 的 Ramanujan 
图 族 , 是 一 个 有 意义 的 课题 . 
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1. 本 书 概括 地 介绍 了 代数 数论 的 起 源 、 发 展 和 现状 . 由 于 篇 
幅 和 作者 的 学 识 所 限 ， 不 可 能 叙述 得 非常 全 面 ， 甚 至 对 代数 数论 
的 一 些 重要 理论 发 展 和 应 用 都 没有 深入 地 触及 ， 比 如 说 ， 在 理论 
方面 , 我 们 没有 介绍 算术 几何 中 的 Arakelov 理论 (用 现代 微分 几 
何 研究 整体 域 上 的 代数 位)， 也 没有 介绍 代数 数论 和 代数 K- 理 论 
的 联系 ， 这些 研究 与 书 中 介绍 的 内 容 具 有 同等 的 重要 性 .在 应 用 
方面 ， 书 中 主要 介绍 了 代数 数论 在 通信 和 领域 方面 的 应 用 ， 没 有 涉 
及 在 其 他 领域 的 渗透 ， 比 如 说 ,我们 没有 谈 及 J. Silverman 等 人 
用 局 部 域 和 类 域 论 工具 研究 动力 系统 的 轨道 特性 ， 也 没有 涉及 
Witten 用 Adele 工具 研究 弦 理 论 和 物理 学 家 们 用 p-adic 分 析 研 
究 量 子 场 论 所 作 的 尝试 . 

2. BH (A. Weil) 晚年 致力 于 数论 史 的 研究 ， 对 于 数学 史 
研究 的 目的 和 服务 对 象 发 表 过 许多 看 法 . 他 认为 数学 史 不 仅 是 把 
各 种 数学 事实 按照 时 间 、 国 家 、 学 科 和 作者 加 以 考究 和 分 类 . 他 
la] SSE HERE (Leibniz) 的 观点 :“ 历 史 不 仅 要 弄 清 楚 每 个 人 的 功 
绩 , 而 且 要 以 生动 的 例子 揭示 出 发 现 的 艺术 和 方法 .” 数 学 史 的 服 
务 对 象 可 以 是 受过 教育 的 外 行 (educated layman), 也 可 以 是 为 历 
史学 家 们 . 他 认为 数学 中 最 重要 的 功能 是 为 年 青 人 展示 历史 上 第 
一 流 数 学 家 们 如 何 做 数学 的 “生动 例子 ”. 数学 思想 是 数学 史 的 主 
要 研究 对 象 ， 每 个 年 青 人 不 仅 向 同时 代 的 数学 家 ， 也 应 向 历史 上 
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的 杰出 数学 家 了 解 和 学 习 他 们 从 事 数学 研究 的 战术 和 战略 .所谓 
战术 即 指 “学 者 们 每 天 所 使 用 的 工具 ”, 而 “数学 战略 是 长 期 目标 ， 
是 识别 主要 问题 、 寻 求 突破 口 、 攻 克 难 点 、 预 见 未 来 目标 和 研究 
计划 的 艺术 . 这 需要 对 广泛 的 领域 和 思想 的 长 期 演化 有 深刻 的 理 
解 .” 韦 依 认为 这 是 研究 数学 史 和 学 习 数 学 发 展 历史 的 最 主要 目 
的 . | 

韦 依 举例 说 , 17 世纪 的 英国 历史 学 家 热衷 于 介绍 牛顿 是 造 币 
广 的 三 主 ， 或 是 某 位 贵 妇 人 的 叔叔 ， 觉 得 这 些 比 牛 顿 做 为 数学 家 
更 有 兴趣 . 公元 7 世纪 印度 人 Bhaskara 给 出 某 些 具体 的 Pell 方程 
整数 解 ，17 世纪 费 马 等 人 又 加 以 研究 ， 有 些 人 其 至 考证 这 些 工作 
起 源 于 希腊 人 (包括 阿 基 米 德 ). 但 是 没有 人 真正 说 清 Bhaskara 和 
17 世纪 数学 家 关于 Pell 方程 工作 的 联系 . 数学 家 的 生平 ,个 性 、 和 
生活 环境 也 是 数学 史 的 研究 内 容 ， 因 为 这 对 数学 家 的 学 术 活 动 是 
有 影 啊 的。 韦 依 本 人 的 数论 史 著 作 中 就 有 许多 这 方面 的 例子 . 

3 代数 数论 的 历史 对 于 探讨 数学 发 展 的 动力 ， 数 学 的 功能 ， 
数学 教育 和 年 青 数 学 人 材 的 培养 等 许多 方面 都 有 很 好 的 启发 性 和 
借鉴 性 .数论 起 源 于 生产 和 生活 实践 ， 由 古 希腊 人 把 它 提升 到 理 
性 的 高 度 . 在 研究 不 定 方程 整数 解 的 过 程 中 ， 有 理 数 域 被 扩大 为 
二 次 域 、 分 圆 域 以 至 任意 代数 数 域 , 有 理 整 数 被 推广 为 代数 整数 ， 
整数 环 上 的 惟一 因子 分 解 特性 被 推广 成 任意 代数 整数 环 的 素 理想 
惟一 因子 分 解 特性 ， 并 建立 了 理想 类 群 和 类 数 概念 ， 初 等 数论 扩 
展 成 内 容 丰 富 的 “高 级 算术 ”一 一 经 典 代数 数论 ，19 世纪 中 期 之 
Ja» RS zeta 号 数 到 代数 数 域 的 推广 把 解析 方法 与 代数 方法 结合 
起 来 ， 赋值 论 和 局 部 化 方法 又 把 数论 与 几何 结合 起 来 .20 tte 
期 之 后 ， 现 代数 论 与 纯粹 数学 的 诸多 领域 融合 交织 在 一 起 ， 这 种 
多 个 领域 研究 思想 和 方法 的 融合 和 渗透 产生 出 一 系列 重大 的 理论 
研究 成 果 . 费 马 猜想 于 1994 年 被 证 明 是 这 些 成 果 的 光辉 代表 , 这 
项 成 果 吸 取 了 近年 来 数论 和 相关 领域 许多 重要 的 思想 和 方法 ， 是 
体现 现代 数论 和 算术 代数 几何 进步 的 结晶 . 费 马 猜想 被 证 明 并 没 
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有 结束 数论 的 发 展 . 1994 年 之 后 数论 的 重大 发 展 有 : 

(1) L. Merel 于 1996 年 证 明了 下 面 的 重要 猜想 (Inv. Math. 
124 (1996), 437~449); 对 每 个 正 整数 d4， 均 存在 只 依赖 于 4a 的 
正 整数 Bs, 使 得 每 个 4 次 代数 数 域 玉 和 天 上 每 条 椭圆 曲线 E, E 
的 天 -有 理 点 群 下 (天 ) 的 torsion 部 分 EK), WERNI. 的 有 
Pe Bey Dl RE. ÆR, B. Mazur (1977 年 ) 和 S. Kamienny 分 
别 对 有 理 数 域 和 二 次 域 证 明了 这 个 猜想 ,并 且 决 定 出 群 E(K), 的 
所 有 可 能 的 结构 . 
© (D A. Wiles 对 于 半 稳 定 的 椭圆 曲线 证 明了 STW 猜想 .并 
出 此 推出 费 马 猜想 的 正确 性 1999 年 , C. Breuil, B. Conrad, F. 
Diamond 和 R. Taylor 宣布 完全 证 明了 SWT 猜想 ， 见 H. Dar- 
mon, A proof of the full Shimura-Taniyama-Weil conjecture is 
announced, Notes AMS46 (1999), 1397~1401. 

(3)1998 Œ , Michael Harris 和 Richard Taylor 证 明了 局 部 数 
域 情形 下 GL, 的 (局 部 ) 朗 兰 兹 猜想 , 不 久 Guy Henniart 又 给 了 
较 简单 的 证 明 . 另 一 方面 , 对 于 函数 域 的 情形 , Laurent Lafforgue 
把 Drinfeld 关于 ”一 2 情形 的 获 费 尔 兹 奖 工 作成 功 地 加 以 推广 ,对 
F pki By Jat AE fey 之 1, 证 明了 关于 GL 的 (整体 ) 朗 兰花 猜想 . 这 
无 疑义 是 代数 数论 发 展 的 一 个 里 程 碑 ， 注 意 RR，Taylor 即 是 A. 
Wiles 证 明 费 马 猜 想 的 合作 者 . WJ. Rogawski, The Nonabelian 
Reciprocity Law for Local Fields, Notes AMS 47 (2000) 35~41. 

数论 在 理论 研究 中 取得 辉煌 的 成 就 ， 与 此 同时 ， 它 在 实际 领 
域 得 到 一 系列 重大 的 应 用 .深刻 的 理论 成 果 在 实际 领域 中 的 这 些 
应 用 不 仅 令 人 惊叹 ， 而 且 常 常 被 人 们 认为 是 “不 可 预见 ”的 ， 计 
算数 论 队 伍 〈 由 数论 学 家 、 通 信 专 家 和 计算 机 专家 相 结合 ) 在世 
界 各 地 相继 出 现 和 壮大 ， 不 仅 为 数论 研究 增添 了 活力 ， 而 且 促 进 
技术 水 平 的 根本 性 的 提高 . 在 数学 发 展 史 中 ， 我 们 看 到 非 欧 几何 
对 狭义 相对 论 所 起 的 作用 ， 看 到 力学 和 电磁 学 对 微 积分 和 数理 方 
程 的 产生 和 发 展 所 起 的 作用 ， 微 分 几何 与 拓 朴 学 对 理论 物理 所 起 
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的 作用 . 在 21 世纪 , 数论 和 代数 几何 对 于 信息 领域 将 起 到 类 似 的 
互动 作用 . 

我 们 生活 在 数学 蓬勃 发 展 、 数 学 向 其 他 领域 深层 次 地 扩展 , 数 
学 本 身 不 断 融 合 的 时 代 ， 尽 快 把 现代 数学 教 给 年 轻 人 ， 努 力 培 养 
具有 数学 思想 和 能 力 的 新 一 代 〈 这 些 人 或 者 从 事 数 学 研究 ， 或 者 
在 其 他 领域 工作 ), 是 数学 教育 的 重要 任务 . 营造 讨论 与 合作 的 气 
氛 和 活跃 的 学 术 交 流 环境 ,会 培养 出 高 水 平 的 一 代数 学 人 材 . 
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